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Raccogliere e coordinare le formole fondamentali per 
l'analisi intrinseca degli enti geometrici; esporne sobria- 
mente, e per vie elementarissime , le più semplici appli- 
cazioni , col solo scopo di mettere in luce la potenza del 
metodo intrinseco ed affermarne la superiorità suirinsieme 
dei procedimenti in uso per lo studio infinitesimale dei fatti 
geometrici dello spazio ; stabilire e proporre una segnatura 
uniforme ed espressiva, che permetta di svolgere i calcoli 
con elegante agilità; comunicare ai miei uditori il gusto, 
in me vivissimo, di simili ricerche: con questo programma 
io presi a dettare, nell'Università di Napoli, il breve corso 
di lezioni, che ora pubblico. Mi auguro che ne germoglino 
ben presto, per opera di valorosi giovani italiani, più im- 
portanti ed elevate produzioni. 
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tematica italiana se ne dovrà esser grati ad un mio caro ed illustre Maestro, il Prof. Valen- 
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correzione delle bozze e per l'accurata ed intelligente esecuzione delle figure, la mia viva ri- 
conoscenza. 



I. DISCUSSIONE INTRINSECA DELLE CURVE PIANE. 



1. Tangente e normale. Siano M ed M' due punti d'una curva piana. 
Fissato M, si faccia tendere M' ad M, lungo la curva. Se la retta MM' tende 
ad occupare una posizione limite, in questa essa prende il nome di tangente^ 
e la perpendicolare elevata per M alla tangente 
si chiama normale alla curva, in M. Supporremo 
sempre che, dato M, si possa prendere M' abba- 
stanza vicino ad M perchè l'arco MTVT ammetta 
in ogni punto la tangente, ed inoltre l'angolo 9 
della tangente in M con una retta fissa varii sem- 
pre in un senso quando M si avvicina indefinita- 
mente ad M'. In queste condizioni è chiaro che la 
lunghezza ^s dell'arco MM\ superiore a quella 
della corda MM\ è inferiore alla somma delle distanze u e v di M alla 
normale ed alla tangente in M, dimodoché si ha 

e poiché, per la definizione stessa della tangente, quando M' tende ad M 




si ha pure 



lim-^ = , 
u 



lim 



&s 



u 



1 . 



(1) 



(2) 



D'ora innanzi assumeremo sempre come variabile indipendente la lunghezza 
s dell'arco OM, contata in un dato senso a partire da un'origine 0, scelta 
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ad arbitrio fra i punti della curva, dimodoché, stabilito come infinitesimo 
principale V incremento che subisce s nel passaggio da M ad M', cioè la 
lunghezza ^s dell'arco MM', si vede dalla (2) che, nelle ricerche di limiti 
di rapporti, a ^s si può sostituire u ; poi la (1) mostra che t; è un infiai- 
tesimo superiore. Dunque, fra le infinite rette che passano per M, la tan- 
gente è caratterizzata dal fatto che le sue distanze dai punti infinitamente 
vicini ad M sono infinitesime di ordine superiore. 

2. Curvatura. Supponiamo che, col tendere di M' ad M, anche il punto 
d'incontro N delle normali in M ed M' tenda ad una posizione limite C. Il 
punto C si chiama centro di curvatura, e la sua distanza da M, contata in 
un dato senso, è il raggio di curvatura, che si rappresenta abitualmente 
con p. Siccome è naturale che si chiami più o meno curvo V arco infinite- 
simo M!M', secondo che il punto N è più o meno vicino ad M, si è condotti 

a prendere — come misura della curvatura. Intanto si ha 

u 

MC=:limMN=:lim(t;4-wcot59) = lim=;- ; 

ò(p 

quindi 

La curvatura si può dunque considerare anche come il limite del rapporto 

deirangolo $<p all'arco ^s: Evidentemente p varia, in generale, da un punto 

all'altro della curva, cioè la curvatura è funzione delVarco^ e si vedrà ben 

presto che il conoscere questa funzione basta per definire la forma della 

curva, ma non per fissarne la posizione nel piano. Per tale ragione la 

relazione 

/•(5,p)=0 , 

che si ha in ogni punto d'una curva fra .5 e p, si chiama Vequazione in- 
trinseca della curva stessa. 

3. Anche l'angolo 9 è funzione di s, e l'eguaglianza (3) ci dice che 
la curvatura è appunto la derivata di tale funzione. Ne segue che, se si 
computano gli angoli 9 a partire dalla tangente nell'origine (arbitraria) 
degli archi, si ha 

ds 

9 



=r 



purché l'integrale abbia un senso: ciò si potrà sempre ottenere nelle curve 
che stiamo considerando, perchè basterà assumere 1* origine talmente 
vicina ad M, che in ogni punto dell'arco OM esista la tangente. La fun* 
zione 9 ha grande importanza per la discussione delle curve piane, date 
mediante la loro equazione intrinseca. Quando, col tendere di s ad un li- 
mite finito infinito, 9 diventa infinita, la tangente nel corrispondente 
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punto M cessa di esistere. Noi supporremo sempre che ciò avvenga soltanto 
in punti isolati. 

4. Trasportiamo per un istante in M l'origine degli archi, e prendiamo 
M' abbastanza vicino ad M per escludere dair arco MM' ogni punto a tan- 
gente indeterminata. Se si osserva che si ha 



du 



dv 



la regola di l'Hospital dà subito, per M' teadente ad M, 



(4) 



V 



tg9 



llm— ; = ---lim -^-^ = -- . 
u* 2 u 2p 



(5) 



Dunque la distanza della tangente in M dai punti infinitamente vicini ad 
M è generalmente infinitesima del secondo ordine; ma diventa infinitesi- 
ma di ordine superiore o inferiore al secondo quando la curvatura è nulla 
o infinita^ rispettivamente. Ora osserviamo che, data l'equazione intrin- 
seca, e calcolata 9, V integrazione delle (4) fornisce u ev in funzione di Sy 
e permette di costruire qualunque arco della curva, che non racchiuda 
punti a tangente indeterminata. Cosi è dimostrato che i varii pezzi d'una 
curva, privi di tangente solo negli estremi , sono determinati nella forma 
dall'equazione intriseca, pur rimanendo arbitraria la loro mutua disposi- 
zione come la situazione dell'intera curva nel piano. 

5. Esempii: aj Se la curvatura è nulla in ogni punto, si ha 9=0,te:=5yt?=0, 
e però la linea ò ì^eUa, Si trova più generalmente una circonferenza di raggio a 
quando p=:a. Si ha infatti 

s s / s \ 

9= — w = asen — , t?=a(l — cos — 1, 
a a \ «/ 

o si vede subito che tutti i punti della curva distano di a dal centro unico di cur- 
vatura, e che in questo concorrono tutte le normali. In particolare si può conside- 
rare p=:0 come l'equazione intrinseca d'un punto isolato. Un'equazione qualun- 
que, che contiene T unica variabile p, rappresenta un insieme di punti e di circoli, 
reali o immaginarli. 

b) Si chiama catenaria la curva rappresen- 
tata dall'equazione 

a 

Nell'origine degli archi è p=a; poi, quando 9 ere- ^ 

sce indefinitamente, anche p va crescendo all'infinito, mentre 




/'ds , s 

— = arctg — 
p ^ a 



(fi) 



cresce da ad Y^iu. Dunque la tangente tende a disporsi perpendicolarmente alla 
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sua posizione iniziale, ed intanto si allontana all' infinito, perchè 






cresce indefinitamente con s. Altrettanto accade per s negativo: la curva & mani- 
festamente simmetrica rispetto alla normale neirorigine. La parallela condotta 
alla tangente nell'origine, alla distanza a, in modo da non incontrare la carva, si 
chiama direttrice. Ora 

— --- rt© = a 

cos'9 C0S9 



v=af 



e però, se si projetta M salla direttrice, in P, la proiezione di MP sulla normale 
è costantemente uguale ad a. Inoltre, siccome dalla (6) si ha «=:a tg9, la proje- 
zione di MP sulla tangente è uguale all'arco OM. Finalmente, se si osserva 
che pcos*9=a, si vede che il centro di curvatura^ in M, é simmetrico^ rispetto 
ad M, del punto in cui la normale incontra la direttrice. 

e) Rassomiglia alla precedente la catenaria di eguale resistenza: 

Il calcolo di 9 conduce alle formole 



P=c-^ • *=«Iogtg(-|4-j). 



dalle quali si vede che p e 9 variano con s come per la catenaria. Inoltre la prima 
formola mostra che la projezione del raggio di curvatura sulla normale neirori- 
gine degli archi è costante. Sono anche da notare le formole t« = a9,t; = alog-^, 

a 

che si ottengono integrando le (4). 

6. Flessi e ouspidi. Riprendiamo la formola (5) ed osserviamo che, 
quando in un punto M la curvatura ha un valore finito, diverso da zero, la 
curva è situata tutta (nelle vicinanze di M) da una parte sola della tan- 
gente, perchè, nel tendere di M' ad M, qualunque sia il segno di u, finisce 
V per assumere e conservare il segno di p. Supponiamo invece che, con- 
tando gli archi a partire da M, p tenda a zero vada indefinitamente 
crescendo come la potenza n'*^ di s: ciò avverrà sempre quando fra s e p 
intercede una relazione algebrica, nel qual caso si potrà inoltre affermare 
che n è razionale. Ora, supponendo n<l, si ha 

e si riconosce nuovamente che fra la curva e la tangente si avvera un 
contatto maggiore del solito quando p è infinito (n<0), ed un minor con- 
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tatto quando p è nullo (0<n<l). In entrambi i casi la curva ha l'or- 
dinaria forma, intorno al punto che si considera, se n è il quoziente d' un 
numero pari per un numero dispari ; ma, quando n è il quoziente di due 
numeri dispari, v cambia segno insieme ad u^ cioè, in M, la curva attra- 
versa la tangente, e ciò si riconosce anche, più direttamente, osservando 
che p cambia segno con s. In questo caso il punto M si chiama flesso o 
punto d'inflessione. Invece, se n è il quoziente d'un numero dispari per un 
numero pari, V infinitesimo u è suscettibile di soli valori positivi, per cia- 
scuno dei quali v prende due valori con segni opposti. Dunque la curva 
esiste de una parte sola della normale, e vi ammette due rami, separati 
dalla tangente. Si dice allora che in M si ha una cuspide^ o che M è un 
punto di regresso. L^ cuspidi ed i flessi possono dunque presentarsi solo 
per quei valori di ^, che sono radici delle equazioni 

p=0 , 1=0 ; 

ed è utile notare che, quando si considerano le sole radici semplici, la 
prima equazione fornisce le cuspidi, la seconda i flessi. 

7. Assintoti. Se, per s infinito, la funzione f tende ad un limite finito 
a, la curvatura non può tendere ad un limite non nullo, perchè, ammessa 
resistenza d'un tal limite, siccome si ha 

a=:lim — = lim (9-I ) = a4-lim — , (8) 

* \ P/ P 

si vede che necessariamente p deve crescere all'infinito con s. Si ha dunque 
un punto di maggior contatto, le cui coordinate rispetto alla tangente ed 
alla normale in un punto qualunque (che si suppone tuttavia scelto in 
modo che 9 resti finito) si ottengono integrando le (4): 



u=: I pcos9ef(p , v= I psen9d9 . 



È possibile che i precedenti integrali siano infiniti, ed allora il punto con- 
siderato sta air infinito, ma la tangente alla curva, nel punto stesso, è ben 
determinata dall'angolo oc e dalla distanza all' origine 

/a 
p8en(a — 9)^9 , 

che può avere un valore determinato. La retta cosi ottenuta, posizione li- 
mite della tangente in un punto M, che si allontana indefinitamente lungo 
un dato ramo della curva, si chiama assintoto. Ora si osservi che l'ultima 
formola fa conoscere il valore della distanza q dell'assintoto da un punto 

qualunque della curva. Se si suppone che questo vada retrocedendo verso 

2 
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li più vicino punto, in cui <p diventa infinito, l'espressione di q si trasforma in 



/ psen{a— 9)^9= ì p^en^d^ , 



ponendo oc — 9=4/. Dunque, se si calcola 



/ 



e si determina p in funzione di <p, la distanza cercata sarà data dalla 
formola 



=i^ 



5'= I p^Qiì^d^ . 



(9) 



Se si suppone invece che il punto si allontana indefinitamente, a sua volta, 
sullo stesso ramo di curva, già percorso dal punto di contatto, è chiaro che 
a tende a zero, e però altrettanto si può dire di g, cioè la distanza del 
punto mobile sulla curva alVassintoto tende a zero. Osserviamo finalmente 
che, in virtù di (8) , Tassintoto può esistere solo quando p è infinitamente 
grande insieme ad 5, d'un ordine superiore. Se si trova che l'ordine è mi- 
surato dal quoziente d'un numero dispari per un numero 
pari , si può dire che all' infinito la curva si comporta 
come intorno ad un punto ordinario, e però essa ha due 
rami che si estendono all'infinito nei due sensi, da una 
stessa parte dell' assintoto. Invece, se l'ordine è misurato 
dal quoziente di un numero intero, dispari pari, per 
un numero dispari, i due rami sono separati dall' assin- 
toto, e si estendono nei due sensi in un senso solo. Si ha, nel primo caso, 
un assintoto inflessionale, e nel secondo un assintoto cuspidale. 
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8. Esempii: aj La curva rappresentata dall'equazione p^ = 2as ha, nell'ori- 
gine, un punto di regresso; poi si svolge intorno all'ori- 
gine in una infinità di spire, sempre meno curve, che si 
estendono all' infinito. Si ha infatti p = a9, e si vede così 
che p e 9, nulli con 5, crescono indefinitamente insieme 
ad s. La distanza d' un punto qualunque alla tangente cu- 
spidale è 

9sen9c?9=a(8en9 — 9COS9) . 

Dunque la distanza del centro di curvatura alla medesima retta è a seno, e però 
I centri di curvatura stanno sopra una circonferenza di raggio a. Inoltre 
poiché MC è appunto uguale all'arco OC della circonferenza, si può immaginare 
la curva come descritta da uno dei capi d'un filo inestendibile, avvolto sulla 
circonferenza , mentre l' altro capo si tiene fisso ed il filo si va svolgendo man- 
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tenendosi sempre teso. Per questa ragione alla curva considerata si dà il nome 

di sviluppante di circolo, . /"^ 

bj Chiamasi trattrice la curva definita dall'equazione p = ay e"^ — 1. 

Sapponendo s infinitesimo, si vede subito che, intorno ali* origine, questa curva si 

comporta come la sviluppante di circolo, rappresentata dall'equazione p = y2às ; 

ma, crescendo s all' infinito, l'angolo 9, crescendo sempre, 

tende ad Vs^» perchè si ha p=atg9; e siccome 

e 

u= I pcos(pd9=a(l — cos<p) 

tende ad a, si vede che, alla distanza a dalla cuspide, e 
perpendicolarmente alla tangente cuspidale, esiste un assin-i 
toto. Inoltre, per la òeconda formola trovata, è costante^ 
mente ugtuile ad a il segmento di tangente compreso fra il punto di contatto 
e Vassintoto] e la prima formola conduce ad una costruzione semplice del centro 
di curvatura, perchè mostra che il centro di curvatura si projetta, suWassin* 
toto, al piede della tangente. Finalmente, per tener conto delle due determina- 
zioni che ha p per ciascun valore di «, bisogna immaginare la curva come co^ 
stituita da due rami infiniti, simmetricamente posti rispetto alla comune tan- 
gente cuspidale. 

cj Molto ioìportante è la classe di curve, definita dall'equazione 




a 
A questa si soddisfa prendendo s = asenO , p = &cosO, di guisa che 9=:-~0 • 

Un arco di lunghezza 2a, simmetrico rispetto all'origine, è tutto chiuso nel cir- 
colo di raggio 6, che lo tocca nell'origine stessa (6=:0), e termina in due cu- 
spidi (6*=±Y,^). Rispetto alla tangente ed alla normale nell'origine le coor- 
dinate d'una cuspide sono 



TT 



w--a I e 



ab ^ ,- ab^ ^a 

C08-rcos0a0 = rrcos-— , 

a* — o* 2b 



« 






cos0£;6 = 



òa* 



à'-b^ 



a' 



ab* i:a 
sen 



b*^"26- 



Le tangenti cuspidali concorrono dunque in un punto P, 
situato alle distanze rispettive 



ab* 



ba' 



a' 



a* — b* 





dalle cuspidi e dall'origine. La circonferenza descritta dal centro P col raggio 
ad*: (a* — 6') si chiama direttrice. Per tener conto del cambiamento di segno 



A' 




A 


K 


4» 


> 


i^^^ 
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di p quando $ diventa uguale ad a, bisogna immaginare la curva come cosUtniUi 
da più archi, tangenti fra loro nelle cuspidi: il luogo di queste è appunto la diret- 
trice. Secondo che a>5 o a<6 1a curva è esterna o interna alla direttrice. Nel 
primo caso si chiama epicicloide^ nel secondo ipocicloide. Particolarmente note- 
vole è la cicloide. Questa 6 rappresentata dall'e- 
quazione 5'+p'= a', ed è, per così dire, la curva 
che separa le ipocicloidi dalle epicicloidi: la sua 
direttrice è rettilinea. In generale il numero delle 
cuspidi è infinito; ma per le linee cicloidali, che 
si hanno a considerare ordinariamente, il rapporto aib è razionale, ed a ciò si 
deve se le cuspidi cadono in un certo numero limitato di punti, vertici d' un poli- 
gono regolare. Questi possono essere incontrati neirordine stesso in cui si seguono 
sulla circonferenza direttrice da un punto che percorre la curva in modo con- 
tinuo, ma può anche darsi che il punto mobile raggiunga successivamente le 
cuspidi in altro ordine, ed allora si ha una linea cicloidale stellata. Le più sem- 
plici epicicloidi son quelle che hanno una sola cuspide. Affinchè, partendo dalla 
cuspide A, il punto mobile ritorni in A senza avere incontrato altra cuspide, 
è necessario che l'angolo delle direzioni positive della tangente cuspidale e della 

tangente nell'origine, cioè —, sia uguale ad un numero dispari (>3) di voi- 

te 7i^. Nel caso più semplice dev'essere a =35, ed allora si ha la cardioide , 
che vien dunque rappresentata dall'equazione «'+^P'=^^*^^^' ^^^ general- 
mente, se n è un numero dispari, l'equazione 
s^ -\-n^p^ =z costante rappresenta un'epicicloide 
monocuspide, che per n = 5,7,9,... sarà una 
cardioide stellata sempre più complicata. Le più 
semplici ipocicloidi son quelle che hanno tre o 

quattro cuspidi; per esse l'angolo ir ^ e la 

terza o la quarta parte di 27r, e però si ha 5=:3a per le tricuspidi, 5 = 2a per le 
altre. Dunque l'ipocicloide tricuspide è rappresentata dall'equazione 95'-|-p'=co- 

stante, e la tetracuspide, che si chiama anche 
asteroide, dall'equazione As^-\-^'^=:^ costante. 
Per cinque cuspidi si ha, oltre l'ipocicloide 
25*' + 9p' = co5ton^e , anche l'ipocicloide 

stellata 25s' + P'=^^^^'*^^5 ®^^' 
d) Pseudocicloidi sono le curve rappresentate dalle equazioni 

«* — ^^=^a^ , p' — 5*=a* , 
^-._ ^11© ^^^\^ si soddisfa prendendo 

a=|-(e»±e-f),p=|-(e?zpe-f), 

dove <p ha il solito significato. La prima curva ha una cuspide 
(f = , « = a), intorno alla quale si comporta come la svilup- 
pante d'un circolo di raggio a intorno alla sua cuspide; l'altra 
si comporta invece intorno all'origine (9 = 0, p=: a) quasi come una catena- 








'*^*»««^^ 
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ria / pr=:a -}-^ )• Entrambe, crescendo s, si svolgono in infinite spire, ohe si esten- 
dono allMnfìoito e tendono ad incontrare sotto Tangolo ^/^^ le rette uscenti da un 
punto. Infatti , scelta convenientemente T orìgine P delle coordinate ti e t?, si ha, 
per un punto qualunque, 

u=-—{scos<^-\'psen(f) , t?=:— (5sen9— pcos9) • 

Ne segue che la pseudocicloide cuspidata incontra i raggi vettori sotto un angolo 
che va crescendo da ad V4^t nientre per T altra il medesimo angolo va decre- 
scendo da '/,OT ad ^/^n. Inoltre le projezioni del raggio vettore PM sulla tan* 
gente e sulla normale in M sono rispettivamente uguali alla metà dell'arco s 
ed alla metà del raggio di curvatura in M. 

9. Punti assintotioi. Dobbiamo ancora considerare quelle radici di 
p, che rendono infinita la funzione 9. Nel punto M, corrispondente ad una di 
esse, non esiste la tangente ; ma questa, per le ipotesi fatte , esiste in un 
punto M' sufficientemente vicino ad M, ed in tutti i punti intermedii. Quan- 
do M' tende ad M, la tangente in M', eseguendo infiniti giri sempre in un 
senso, finisce per diventare indeterminata. La curva si avvolge dunque in- 
definitamente intorno al punto M, che per questa ragione si chiama punto 
assintotico, sebbene possa essere raggiunto da M' anche dopo un percorso 
finito. Le coordinate d* un tal punto si calcolano integrando le (4), le quali 
danno, assumendo 9 come variabile d' integrazione, 

u= j pcos9C?9 , v= I psen9d9 , é (10) 

purché si scelga T origine in modo che 9 resti finita nel corso deir inte- 
grazione, Tale a dire che fra l'origine ed il punto considerato non esistano 
altri punti a tangente indeterminata. Si constata rapidamente resistenza di 
un punto assintotico, in M, quando, messa in M l'origine degli archi, si trova 
che p è infinitesimo insieme ad 5, d'un ordine non inferiore ad 1. Allora, in- 
fatti, si ha, invece di (7), 

lim-^=lim-^^0 , 

10g5 p ^ 

e,per w>l, 

lim9«-'= ^Tlim — ^0 ; 

n— 1 p ^ 

cioè 9 diventa infinito quando 5 e p tendono a zero. Invece per m < 1 si è vi- 
sto (§ 6) che la tangente è determinata. 

10. Circoli asaintotici. Per considerare tutti i casi di punti a tan- 
gente indeterminata dobbiamo cercare tutti i valori di s^ finiti infiniti, 
che rendono infinita la funzione 9; e poiché, messa l'origine in M, si ha 

9 1 

lim~==lim — , 

8 p 
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quando esiste il secondo membro, si vede che ì valori finiti annullano p, e 
però corrispondono a punti assintotici. Solo quando s cresce indefinitamente 
insieme a 9 può darsi che p tenda ad un lìmite non nullo a. Allora la curva, 
invece di avvolgersi intorno ad un punto, gira assintoticamente intomo ad 
una circonferenza di raggio a, esternamente internamente secondo che 
il valore assoluto di p si mantiene superiore inferiore al suo limite ; ma 
può anche darsi che la curva finisca per serpeggiare indefinitamente in- 
torno alla circonferenza, come accade quando p non cessa di oscillare in- 
torno al suo limite. In seguito si vedrà che il centro della circonferenza as- 
sintetica è la posizione limite a cui tende il centro di curvatura in M, 
quando M si allontana indefinitamente, sulla curva, dairorigine degli archi. 
Bisogna dunque adoperare, per trovarne le coordinate, invece delle (4) in- 
tegrate, queste altre: 

u := j cos(^ ds — psencp , t?= 1 sen 9 c?5 -}- p cos 9 . 
Per conseguenza, al limite, 

w = — I -rsenod(D , v= f —0089^9 • (H) 

I circoli assintotici comprendono evidentemente i punti assintotici come caso 
particolare, e del resto si verifica facilmente, integrando per parti, che le 
formolo (11) si riducono alle (10) quando p tende a zero per 9 infinito. Ed è 
chiaro a priori che solo intorno ad un punto può accadere che la curva si 
avvolga cosi strettamente da raggiungere il punto stesso dopo un percorso 
finito. Se poi p e 9 crescono indefinitamente insieme ad s, anche il circolo as- 
sintotico è infinitamente grande, e ciò si può esprimere dicendo che la curva 
va ad avvolgere assintoticamente il punto airinfinito. Per esempio, si può 
dire che (§ 8, a, d) la sviluppante di circolo e le pseudocicloidi hanno un 
punto assintotico all'infinito. 

■ 

11. Esempii: a) Il raggio di curvatura della linea rappresentata dall'equa- 

_« 

zione p=:ae^ va crescendo da zero all'infinito quando s percorre, 
crescendo, T intero sistema dei numeri reali. L'angolo 




7"" p 



va invece decrescendo dall'infinito a zero, e però la curva ammette un punto 
assintotico (s = — 00) ed un assintoto (5=00), distanti fra loro per 



-P 



send; ,, "jza 

^ 



La curva è geometricamente definita dalla proprietà p^ =a : sulla circonferenza 
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dì centro C, che passa per M, la perpendicolare abbassata da C sulVassintoto 
stacca^ a partire da M, un arco di lunghezza costante. 

ò) Un'equazione lineare fra « e p, se contiene effettivamente le due varia- 
bili, sì può sempre ridurre alla forma p=ks^ prendendo come origine degli archi 
il punto in cui si annulla p. In questo punto la funzione 9, proporzionale a logs, 
diventa infinita. L'origine degli archi è dunque un punto assintotico della curvala 
partire dal quale il raggio di curvatura va diventandp sempre più grande, e cresce 
indefinitamente, come 9, insieme alfarco. Dunque la curva si svolge intorno al- 
Torigine in una infinità di spire, che si estendono all'infinito, dove ammettono un 
altro punto assintotico. À questa notevole curva si dà il nome di spirale logarit^ 
mica^ ed il punto assintotico a distanza finita si chiama polo della spirale. Un'equa- 
zione omogenea fra 5 e p rappresenta un insieme di spirali logaritmiche, reali im- 
maginarie, ed anche di punti di circoli : questi, come si vedrà meglio in seguito, 
sono casi limiti della spirale logaritmica, corrispondenti ai valori nulli infiniti di k. 

e) Le proprietà della spirale logaritmica si deducono facilmente dalle 
espressioni di u e t? , relative al polo , calcolate in un punto qualunque della 
curva. Si ottiene suhito 



/*■"* k^s P"" 

u=ks f e^ C0S9 c?<p = — , v = ks I e*^sen9c?9 = 



quindi A = cotO, chiamando l'angolo acuto che fa 
la spirale, in M, col raggio vettore OM, Dunque la 
spirale logaritmica incontra sotto un angolo co^ 
stante tutte le rette uscenti dal poh. Yedvemo in 
seguito che questa proprietà caratterizza la spirale lo- 
garitmica, purché si escludano i valori ed y,« di 
0, ai quali corrispondono le rette e le circonferenze, 
e si prenda inoltre il polo a distanza finita. Intanto 

si ha 

ks 



ks 



1 + A» 




l/w'+ 1?*= r— — Ti =5Cos 6 =psen 6 

l-f-«' 



Dunque la perpendicolare condotta per al raggio vettore OM incontra la nor»- 
male nel centro di curvatura^ e stacca dalla tangente, a partire da M, un 
segmento uguale alla lunghezza dell'arco OM. Anche queste (come si vedrà) 
sono proprietà caratteristiche della spirale logaritmica. 

d) Si chiama clotoide la curva definita dall'equazione sp=^a'^. Qui la fun- 
zione 9 è proporzionale ad s^. Essa è finita per 5 = 0, quando p è infinito, ed 
infinita per 5 = zi=oo , quando p=0. Dunque l'origine degli archi è un punto d'in- 
fiessione, a partire dal quale, nei due sensi, la curvatura si 
va sempre più accentuando, in modo che la curva va ad 
avvolgersi assintoticamente intorno ai suoi estremi, sim- 
metricamente posti rispetto all'origine. Siccome si ha 



/'ds_j^ — ^ h- 

7-'2a« ' P- s 1/2 




1/29 
le coordinate d'un punto assintotico, -rispetto alla tangente ed alla normale neli'o- 
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ngine, sono 



a \ eoa» , a I sena , 

V2O. l/«, l/2t'. I/i 



yzo, K? 



Ora, osservando che 



"+'■''= il/'^'''"'^=4/?' 



si trova subito u=v = y^a J/Jr. Dunque i due punti assintotici sono vertici op- 
posti d'un quadrato equivalente al circolo di raggio a. 

e) Consideriamo più generalmente le curve che hanno la curvatura pro- 
porzionale ad una potenza dell'arco. Scritta la loro equazione sotto la forma 
p = A«*, si ritrova la spirale logaritmica per n=l, la clotoide per n = — 1, la 

sviluppante di circolo pern=:--.. Mettendo da parte il caso di »= 1, si vede sa- 

bito che 9 varia come «^~*, ed al coefficiente h , che si può sempre supporre posi- 
tivo, conviene dar la forma 



k=±: 



a 



l»n 



1— n 




0<tl<l 



el-5) 



n<0 



Ciò premesso, quando n è compreso fra ed 1, ed è il quoziente d*un namero 
dispari per un numero pari, si hanno curve analoghe alla sviluppante di cir- 
colo, cioè dotate soltanto d'una cuspide neir origine degli archi, intorno alla 

quale si svolgono a spire sempre meno curve, che vanno 
ad avvolgere assintoticamente il punto all'infinito. Per gli 
altri valori razionali di n, compresi fra ed 1, la curva, pur 
avendo nell'origine un minor contatto con la tangente, vi 
si comporta come in un punto or- 
dinario, vi subisce un' inflessione, 
di guisa che la sua forma generale 
ò ben diversa da quella della svi- 
luppante di circolo. Per n negati- 
vo, ed uguale al quoziente di due 
numeri disparì, si hanno curve analoghe alla clotoide, cioè dotate d' un flesso, 
origine degli archi, e di due punti assintotici; ma, se n è il quoziente d'un nu- 
mero pari per un numero dispai, viceversa, la curva, par toccando maggior- 
mente la tangente nell'origine, si comporta in questa come in un punto ordi- 
nario, o vi ammette una cuspide, e cessa di rassomigliare nel suo insieme alla 
clotoide, sebbene ciascuna metà rassomigli alla metà d' una clotoide. In ogni caso, 
adoperando le (IO), si riconosce poi che Torigine sta alla distanza 





aV 



CrE^) 



dai punti assintotici, e che la retta che la congiunge a ciascuno di essi è in- 



ir 



clinata di — ^ • sulla tangente nell'origine stessa. Finalmente, per n^l. si 

2(1 — n) IT -^ . 

ha, come per la spirale logaritmica (n=l), un punto assintotico nell'origine 
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degli archi; ma il punto assintotìco airiofinito eparisce perchò 9 non diventa in- 
finito insieme ad s. Per vedere se dal punto all'infinito viene 
l --^"«^ 9,^ un assintoto, basta adoperare la formola (8), facendovi 



i<n<l 



Si ottiene subito la distanza al punto assintotico: 



H 7=(t) • '=—1* '• 



=--^A" 



sen(|/d4^ . 






Nelle vicinanze del limite inferiore T integrale si comporta come /4' "^^ ^^' Dun- 
que l'assintoto esiste a distanza finita mio per n>2, ed in 



questo caso si trova 



«=<-:-!) 



cos 



IT 



J 



w 



^>1 



r 



2(n— 1) " 

Quando n cresce indefinitamente la curva tende a degene- 
rare in un punto ed una retta, situati alla distanza q=:a. Ciò avviene per cia- 
scun ramo così: Parco di lunghezza a, con un estremo nel punto assintotico, 
tende a raccogliersi in questo punto, mentre la rimanente porzione di curva va 
a distendersi suU'assintoto. 

f) Analoghe alla catenaria (§5,6) sono le curve rappresentate daire- 
quazione , 

a 

fintantoché a e b hanno segni opposti. Per 6=— a si ritrova la catenaria, giac- 
ché ò lecito cambiare il segno di p. Per b = k*a si ottengono invece le pseu^ 
docatenarte. Quando s ò inferiore a Aa, in valore assoluto, si 
trova 



1^ ads 1 ka-\'S 

^""J AV— 5>~2À ^^A^3^ • 




Dunque un primo arco, di lunghezza 2ka^ si avvolge assin- 
toticamente intorno agli estremi. Simmetrico rispetto airo- ^ 

rìgine, esso è chiuso tutto nel circolo di raggio A^a, che tocca la curva nell* ori- 
gine stessa. Siccome si ha 



s=zha 



le coordinate d*un punto assintotico, rispetto alla tangente ed alla normale neiro- 
rigine, sono 



^M /*" cos9c?<p ira .,, />• senoc?© 

ur=4k*a I —r- ir-== ,v=4A'a I — - — l^ ^ = 



Tra 



e**— (? »* 



4*^ 



e*'^—e '" ^0 2(6**-4-e~^*) 

Si svolgono poi dai punti assintotici e si estendono all'infinito altri due rami, ana- 
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loghi a quelli della spirale 5' = ap. I loro panti corrispondono ai yalori di s sape* 
riori a ka^ o inferiori a — ka. Per ciascun ramo la direzione della tangente h de- 
terminata dall'angolo 






I due rami non hanno assintoto a distanza finita, perchè la distanza d*un assìntoto 
al corrispondente punto assintotico, data dalla formola (9), h 



q=z4k*a 



fsen^l'c?' 



8enf\fd^ 
*4^ 



e d'altra parte si constata che questo integrale non ha un valore finito osservando 
che si comporta come log^ nelle vicinanze del limite inferiore. Come i due rami 
infiniti si connettano al ramo finito, nei punti assintotici, non risulta (e, per quanto 
si h detto in fine del § 4, non può risultare) dalla precedente discussione ; ma ò fa- 
cile vedere che, intorno a ciascun punto assintotico, la curva si comporta come la 
coppia di spirali logaritmiche p* = 4AV intorno al polo comune. 

ff) Si chiamano psetuio&atirtcì le curve definite dall'equazione 



^kayi — e » . 



Questa si confonde con p = A)/2a5 nelle vicinanze dell'origine, e però la pseu- 
dotrattrice comincia a svolgersi come la sviluppante d'un circolo di raggio k*a; 
ma cambia presto contegno , perchè , crescendo s , non cresce indefinitamente pj 

che tende invece a ka. Dunque la curva ammette, corri- 
spondentemente alle due determinazioni di p, due circoli 
assintotici. Siccome, a partire dalla tangente cuspidale, 

si ha 

1 ka'{'p 




le formolo (11) danno 

- />" s< 
u=—4k^a I — 



sen^rfq) 



Tsa 



it 



it 



2(c«+e"'*) 



/" e 
—r- 



C0S9 c?(p 



r:a 



+ c-*^> 



2L 3. 



come coordinate dei centri dei circoli assintotici. Il segmento staccato sulla nor- 
male cuspidale da una circonferenza assintotica è visto dal centro sotto un angolo 
che non si può prendere piccolo quanto si vuole. Tale angolo è minimo per un va- 
lore di k vicinissimo a 0,655, nel qual caso le distanze dei centri dei circoli assin- 
totici alla normale ed alla tangente cuspidale sono frazioni del raggio, molto vicine 
ai valori 0,663 e 0,439. 

h) Quali curve sono rappresentate da un'eqtcaztone quadratica fra se p^ 
priva del termine p' ? Quando manca «p, l'equazione, se non rappresenta una cop- 
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pia di punti, è ridacibile alla forma p=as*'\'2òs-{'Cj e rappresenta pseudocate- 
narie o cnrve analoghe alla catenaria secondo che ac — b* h negativo o positivo. 
Se non manca sp^ all'equazione si può sempre dar la forma 

s 

Fintantoché k non è nullo, il valore di b non ha grande influenza sulla forma ge- 
nerale della curva. Prendendo dunque ò=0 si avrà 



9=4log(l + A^). 



Quando k è positivo, 9 cresce indefinitamente insieme ad « ed a p. Inoltre p 
diventa infinito anche neirorigine degli archi, intorno al qnal punto la curva 
sì comporta come una clotoide (spr=:a*) nelle vicinanze del punto dMnfiessione. 
La curva s'inflette dunque nell'origine, e dalle due parti di questa si svolge 
a spire infinite, che tendono a confondersi con una spirale logaritmica (p = As). 
Il raggio di curvatura acquista il minimo valore a =2a)/À in certi due punti 
À ed A', ed intorno a ciascuno di questi la curva si comporta quasi come una 

catenaria lp = à -{-2X^—7]. Invece, se A è negativo, 

nei punti À ed A' la curvatura diventa infinita insieme 

a 9. Questi punti sono dunque assintotici, ed intomo 

a ciascuno dì essi la curva si comporta come la coppia 

dì spirali p*=4AV intorno al polo comune. Finalmente, 

86 k (ma non b) è nullo, l'equazione rappresenta una 

curva dotata, oltreché d'un flesso nell'origine, d'una coppia di circoli assintotici 

(uno interno, l'altro esterno) di raggio 6, giacché, cre- 
scendo s indefinitamente in valore assoluto, p tende a 
bj e d'altra parte 



7? 



1^ 




s a*, / bs\ 



cresce indefinitamente. Inoltre 9 cresce all'infinito anche 
quando s tende al valore — à*:b. Si ha dunque, a di- 
stanza finita dall'origine, un punto assintotico, intorno al quale la curva si com- 
porta come la coppia di spirali a^p* = b*s* intorno al polo comune. 

tj Se poi non manca il termine p*, l'equazione è generalmente ridacibile, 
per una conveniente scelta dell'origine, ad una delle seguenti forme: 

p=5+*5±A'|/a* — 5» , p=b+ks±k'ys* — a^ , p^b-\-ks±k'y7+^ . 

Eccezionalmente, cioè quando i termini del secondo grado costituiscono un qua- 
drato perfetto, all'equazione si può invece dar la forma p=:b-\-ks± y2as. Come 
casi particolarissimi (6=0,^=0) si ritrovano la cicloide, le due pseudocicloidi e 
la sviluppante di circolo. Lasciamo al lettore la cura di compiere, come esercizio, 
lo studio di tutte queste curve, e di classificarle intorno ad un numero minimo 
di tipi normali. 
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II. FORMOLE FONDAMENTALI 
PER L'ANALISI INTRINSECA DELLE CURVE PIANE. 



? 



1. D*ora innanzi assumeremo costantemente come assi la tangente e 
la normale alla curva in un punto qualunque M. Si consideri un punto P, 

mobile con M : sia P' la sua posizione quando 1* o- 
rigine M si è trasferita in M'; siano ^ ed y le coor- 
dinate di P, » + 5a; ed y + ^y quelle di F, rispetto 
agli assi di origine M. In generale, quando dai pri- 
mi assi si passa a quelli di origine M', le coordina- 
te ^ ed 2^ variano; esse sono dunque funzioni di 5, 
ed è chiaro che, se M' è infinitamente vicino ad M, le 
coordinate di F rispetto agli assi di origine M' sono 
x-\rdx^y+dy. Ora, se rappresentiamo con w , t? e con ^9 le coordinate di 
M' rispetto ai primi assi e Tangolo di cui ruota Tasse x nel passare dalla 
prima alla seconda posizione, si ha 

a:-^dx=:u-\- {x -f ^x) co8§9 — (y -f 5y) san $9 = m -{^ a? -|- ^x — y^(^ , 

y -j- dy = » -|- (a? -}- ^•r)seD ^9 + (y + ^v) cos ^9 == t? + y + ^y + ^9 » 

cioè, dividendo per 9^=cZs, e ricordando le prime tre uguaglianze del pre- 
cedente capitolo, 




dx dx y , , ^y dy X 

ds ds p ^ ds ds p * 



(1) 



Son queste le forinole fondamentali^ dalle quali, ponendovi ^x e $y uguali 
a zero, cioè supponendo che F coincida con P, derivano immediatamente 
le importanti condizioni 



~=-?^ — 1 
ds p 



dy 
• ds^ 



X 



(2) 



necessarie e sufficienti per Vimmobilità del punto (x^y). In coordinate polari 
(^=rcos0,y=rsen6) queste condizioni diventano 



dr__ db_ 

ds ^ ds 



1 sen6 



(3) 



Se poi si vuole che la retta definita dalla sua distanza q airorìgine e dal- 
r angolo 9, di cui deve ruotare la sua direzione positiva per confondersi 
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con quella della tangente, sia immobile nel piano, bisogna esprimere che 
l'equazione della retta 

a?8en9 + yco89 4"5'=^ 
è soddisfatta da infinite soluzioni delle (2). E poiché si ottiene, derivando, 

/do 1\ da 

(a:cos<p— ysenq))! — — ~j — sen(p + — = , 

questa relazione deve scindersi nelle altre (oTÌdentf geometricamente) 

d<p 1 dq 

necessarie e sufficienti per T immobilità della retta (9,9)- 

2. Prima di andare oltre notiamo alcune conseguenze delle formolo (3) 
e (4). Supponiamo che, crescendo s all' infinito, la distanza di M ad un punto 
fisso P tenda verso un limite finito a. Le coordinate r e 6 di P soddisfano 
alle (3), e siccome r tende ad a, la sua derivata non può tendere ad un 
limite diverso da zero; quindi, se un tal limite esiste, la prima delle (3) 
dà lim == 7t ^* ^^^ ^^ medesima considerazione si può applicare a 6, e però 
la seconda formola (3) dà limp=a. Dunque il circolo di raggio a, col cen- 
tro in P, è un circolo assintotico della curva. Inversamente, quando la 
curva ammette un circolo assintotico, la distanza di M al centro del circolo 
non può tendere ad un limite diverso dal raggio del circolo, altrimenti esi- 
sterebbe un limite di p, diverso dal primo. Se poi si osserva che le coor-^ 
dinate del centro di curvatura sono r=p,0= Vs^9 o che la prima tende 
ad a, si vede che, crescendo r all' infinito, il centro di curvatura tende a 
collocarsi nel centro del circolo assintotico. Questa osservazione colma una 
lacuna lasciata nel primo capitolo (§ 10) e conduce ad una più precisa co- 
noscenza dei circoli assintotici. Analogamente la seconda formola (4) per- 
mette di fare un'osservazione utile per la ricerca degli assintoti, perchè 
se q tende, per s infinito, al limite zero, 9 non può avere altro limite, vale 
a dire che, se la tangente ammette una posizione limite, questa è necessa" 
riamente la retta fissa considerata (cfr. I, 7). 

3. Dalle formolo (2) e (4) emerge il seguente notevole fatto, fondamen- 
tale per la Geometria intrinseca: i parametri atti a fissare i punti e le 
rette del piano sono funzioni di 5, le cui derivate si esprimono mediante le 
funzioni stesse. Cosi le (2) mostrano che le prime derivate delle coordi- 
nate Xjff d'un punto fisso sono funzioni lineari delle stesse coordinate, ed 
altrettanto si può a£fermare per le successive derivate, come si riconosce 
derivando ed applicando ripetutamente le (2). Ciò premesso, quando si cer- 
cano le curve che hanno una data proprietà, si è generalmente condotti 
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ad una relazione 

che involge un certo numero di coordinate di punti e di rette, fissi nel 
piano, e che deve aver luogo qualunque sìa s. Ora è chiaro che basta de- 
rivare la detta relazione per ottenerne subito un'altra fra le medesime coor- 
dinate, facendo scomparire le derivate delle coordinate mercè le condizioni 
d'immobilità. Si viene in tal modo non solo a scoprire una nuova proprietà 
delle curve incognite, ma, continuando a derivare, si riuscirà sempre a co- 
stituire un sistema di relazioni, tale che sia possìbile eliminarne le coordi- 
nate x^y,x'i.... Bisognerà poi integrare l'equazione differenziale, risultante 
dall'eliminazione, per trovare l'equazione intrinseca delle curve richieste. 

4. Luoghi geoxnetrioL Supponendo conosciute le coordinate x , y 
d'un punto P in funzione di $, come si procede per determinare il luogo 
di F ? Le formolo fondamentali forniscono subito i valori di Sx e ^y; poi 
si ha, per esprimere l'arco elementare di (P), (Ì5'*=5a;* + %*, vale a dire 

s' = Cxds , (5) 

dove si è posto 

-=(f-f+')'+(*+7)'- 

Determinata l'inclinazione della tangente, in P, alla linea incognita (P), 
sull'asse n?, mediante la formola tg^=By:^Xi si osservi che le inclinazioni 
della tangente a (P), in F, sulle tangenti alla linea (M), in M ed M', sono 
6-|-$9' e 6-|-c20, dimodoché si ha $9 =$9-}-<20, e però, dividendo per ds, 

purché il senso positivo della normale a (P) si stabilisca in modo che, fa- 
cendo ruotare la direzione positiva della tangente finché coincida con quel- 
la dell'asse Xj coincidano anche le direzioni positive della normale e del- 
l'asse y. Finalmente basta eliminare s fra (5) e (6) per ottenere l'equazione 
intrinseca di (P). 

5. Inviluppi. L'equazione f(x^y,s)^=^0 rappresenta, in generale, una 
semplice infinità di linee, ciascuna delle quali corrisponde ad un determi- 
nato punto della linea (M). Le lìnee corrispondenti ai punti M ed M', in- 
finitamente vicini, possono aver comuni uno più punti, i quali si debbono 
considerare come fissi nel passaggio dell'origine da M ad M'. Le coordinate 
di tali punti si ottengono dunque derivando l'equazione /*= e supponendo 
soddisfatte le condizioni (2), esse sono cioè le soluzioni del sistema 



— 23- 

Conosciate cosi ^ ed y in funzione di s, basterà applicar loro il procedi- 
mento esposto nel paragrafo precedente per ottenere l'equazione intrinseca 
del luogo dei predetti punti d'incontro. È questo luogo che si chiama in- 
viluppo delle linee f=0. Può tuttavia accadere che le (7) si riducano ad 
una sola equazione, ed allora si ha una curva sola, come avviene, per esem- 
pio, quando f=0 è l'equazione della stessa (M). Di questa osservazione 
ci gioveremo in seguito. 

6. Si dimostra facilmente che Vinviluppo tocca tutte le linee invilup^ 
paté. Sia infatti P un punto comune alle due linee /'=0, corrispondenti a 
due punti M ed M', infinitamente vicini sulla curva (M). Siano e 6' le 
inclinazioni sull'asse x della tangenti in P all'inviluppo ed all'inviluppata. 
Evidentemente, fissato ^, il valore di tg 0' è dato dal rapporto ^y : ^x, che 
si ricava dalla relazione 

Invece 6 si determina col procedimento indicato nel § 4, dimodoché si ha 

'^•=(l+f)<"-f+') • '^'■-H- 

con a; ed ^ soddisfacenti alle (7). Ora, se si forma tg(0-— 6'), si ottiene al 
numeratore l'espressione 

\ds p ) "òx \ds p J ìiy lix ds 'òy ds \p /Da? p Dy ' 

e questa, in virtù delle (7), si riduce a 

ifdx ifdy 7>f df 

di"d.+ d^d-.+ 3;-dJ = ^- 
Dunque 6=6'. 

7. Esercizii: a) Por trovare V equazione intrinseca d'una circonferenza di 
raggio a, cioò dei luogo dei punti che distano di a da un punto fisso (centro)^ si 
può procedere nel seguente modo. Se x ed y sono le coordinate del centro, si deve 
avere sempre x* + 3/*=^*; P^^i derivando, ed osservando le (2), a?=0. Dunque, 
intanto, tutte le normali concorrono nel centro. Derivando ancora si ottiene y=p; 
quindi, sostituendo x eày nella prima relazione, p=a. 

b) Per trovare tutte le linee che hanno la curvatura costante basta 
osservare che, quando p è costante, le condizioni (2) sono soddisfatte dal punto 
(^=0,y=p). Dunque questo punto ò fisso, e la curva è necessariamente una 
circonferenza di raggio p, giacché tutti i suoi punti si trovano alla distanza co- 
stante p dal punto fisso (0 , p). 

e) Quale curva incontra sotto un angolo costante 6 tutte le rette uscenti 
da un punto? Applicando le (3) alle coordinate polari {t^tz — 6) del punto fisso 
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si ottiene 

dr ^ ^ 1 . senO 

--=cos6 , = . 

ds p r 

Dalla prima si deduce r=«cosO, convenendo di contare gli archi a partire dai 
punto fisso. Sostituendo nella seconda si trova p=scotO, equazione (I, 11, ò, e) 
d'una spirale logaritmica. 

d) QuaVé la curva che ha le normali (fra i punti d' incidenza ed i centri 
dì curvatura) tagliate per metà da una retta f Bisogna esprimere che il ponto 
(aj=0,y= ViP) descrive una retta. Ora le (1) danno 

^_ J^ dy_ 1 dp 
ds'^'2 ' 5i"'"2 d« ' 

poi tgO =~ , e la (6) mostra che si deve avere 
ds 

de 1 

di =-7' ^'> 

come del resto risulta subito dall'osservare che, nel caso d'una retta fissa, 6 diffe- 
risce dalla solita 9 solo nel segno. Dunque, successivamente, 

. ^ dO 1 do - - , , . 

tg6 3- = -^ , log cos 8 = logp + costante , p = acos 6 ; 

ds p ds 

poi, integrando (8), dopo avere invertito il senso nel quale si contano gli archi, e 
fissando convenientemente l'origine, 

5= I pd6 = asen0 . 



= I pd6 = a 



Dunque s'-|-p*=a^ vale a dire (I, 8, e) che la proprietà enunciata caratterizza 
la cicloide. 

e) Trovare una curva che abbia i centri di curvatura simmetrici^ ri- 
spetto alla curva stessa, dei punti nei quali le normali sono incontrate da una 
retta. Ora è il punto (07 = 0, y = — p) che deve muoversi lungo una retta. Ripe- 
tendo i calcoli del precedente esercizio si ottiene, successivamente,' 

??=2 ?^-.— ^ tffe — — — ^ 
ds ' ds~ ds ' ^ 2 ds ' 

poi 

db 1 do I y— a 

e finalmente, invertendo il senso nel quale si contano gli archi, 

/s* 
pde=:atgO , p=a-\ — . 

Questa ò (I, 5, b) l'equazione d'una catenaria. 

f) Trovare una curva tale^ che il segmento di tangente staccato da una 
retta, a partire dal punto di contatto, sia costante. Qui si tratta di esprimere 
che il punto (os = a , y := 0) descrive una retta. Ora sì ha 

^00 ^v a a 

^=1 , /=- , tge=-. 

dt OS p p 
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Dairaltìma eguaglianza, posta, mercè (8), sotto la forma 

ds a 

si deduce subito, successivamente. 



5 l/ - 

Iog8en0=: , pz=:acoi^=:ay e** — 1, 

a ' 

si ottiene cioè (I, 8, b) Tequazione intrinseca d*una trattrice, 

g) Trovare una curva che abbia, in ogni punto, il raggio di curvatura 
uguale al segmento staccato sulla normale da due rette parallele. In altri ter- 
mini, se a è la distanza delle due rette, la projezione del raggio di curvatura sopra 
una retta fissa dev'essere costantemente uguale ad a, dimodoché a = psen9. Per 
esprimere l'invariabilità della direzione della retta si ha 

do 1 sencp 

* I _____ m I— ._ • 

ds p a ' 

quindi 

^<^ds'-'a ' ^"^^«2=à ' P = s"^== 2 (^ +^ )• 

La curva cercata è dunque (I, 5, e) una catenaria di eguale resistenza, 

h) Quali curve hanno nel loro piano un punto tale, che la projezione 
del raggio vettore sulla tangente è proporzionale all'arco f Bisogna che per 
una soluzione (x^y) delle (2) sia x = ks. Ora la prima condizione (2) mostra 
che dev'essere anche g=:(k-{-l)p, e la seconda conduce ad un'equazione, che 
dÀ, integrata, 

ks* + (^ + ^)p' = costante. 

Se la costante si prende uguale a zero si ottiene una coppia di spirali logarit- 
miche; altrimenti si ha un'epicicloide (A>0), un' ipocicloide (A< — 1), o (per k 
compreso fra e — 1) una curva del tipo pseudocicloidale (I, 8, d). Data alla 
equazione della curva la forma 

s* p* 

si trova facilmente il valore di k; poi si ha 

b*s à^p 

Per dimostrare che queste sono le coordinate del centro P della circonferenza 
direttrice (1,8, e) basta osservare che y si annulla insieme a p, vale a dire che 
il punto trovato è quello in cui concorrono le tangenti cuspidali. Del resto si 
trova, inoltre, che x diventa uguale appunto al raggio della direttrice. 

ij Per trovare tutte le curve simili ad una data curva basta osservare 
che se, rispetto alla curva data, r e 6 sono le coordinate polari del centro di simi- 
litudine, rispetto a qualunque curva simile la prima coordinata viene ad essere 
moltiplicata per una costante A, mentre l'altra rimane inalterata. Le condizioni 

(3) diventano 

, dr . d6 1 , senO 

ds ds p ' kr 

4 
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qnìndi occorre che sia s'=ks ^p=hp. Adanqae si ottengono le curve simili ad 
Dna curva data moltiplicando, neireqaazione di questa curva, s e p per una co- 
stante arbitraria. In particolare si noti che, procedendo in tal guisa per le equa- 
zioni p*=i2as , *'-|- p'=:a*, ecc., si riesce soltanto a cambiare il valore di a. Dun- 
que le sviluppanti di circolo son tutte curve simili fra loro, ed altrettanto si può 
dire delle cicloidi, delle catenarie, ecc. Invece ogni equazione lineare fra s e p 
rimane sostanzialmente inalterata, e però le curve simili ad una data spirale 
logaritmica son tutte sovrapponibili alla spirale stessa. In altri termini le spirali 
logaritmiche hanno la singolare proprietà di non deformarsi quando si dilatano 
(egualmente in tutte le direzioni) intorno ad un punto qualunque. Per esse la di- 
latazione si risolve in una traslazione, seguita da una rotazione intorno alla nuova 
posizione del polo. 

jj Come due curve (simili) si possono disporre in modo che in due punti 
M ed M', in linea retta con un punto fisso P, le tangenti siano parallele j così 
può accadere che per due curve le tangenti nei punti M ed M', allineati con P, 
siano invece antiparallele rispetto ad MM'. Allora le curve si dicono inverse^ 
e P è il centro d'inversione. Le coordinate polari di P siano (r,6) rispetto alla 
curva (M), ed (r',6') rispetto ad M'. Evidentemente 6'= ir — 6 se si conviene 
che M ed M' debbano percorrere le rispettive curve nello stesso senso per con- 
servarsi in linea retta con P, e se la normale ad (M') si dirige secondo la conven- 
zione fatta nel §4. Ora, osservando che T inclinazione della tangente ad (M') 
sulla tangente ad (M) è 26, la formola (6) dÀ 

X 1 . d^ sene , db 

— r = 1-2 — = • 

p p ds r ds 

D'altra parte le condizioni (3) diventano, per la curva (M), 

dr ^ X xsenO , d6 

— - = XC0S6 , -r= ; h^"» 

ds p r ds 

e paragonando quest'ultima alla prima relazione ottenuta si vede che x=r:r^ 
come del resto risulta subito da una considerazione geometrica semplicissima. Ciò 

premesso, si ha 

dr' »•' ^ r' dr 

-— -= — cos6 = — - , 

ds r r ds 

e però, integrando, rr'=a\ Il circolo di raggio a, col centro in P, è il circolo fon- 
damentale deir inversione: sulla sua circonferenza cadono necessariamente tutti i 
punti d'incontro delle due curve, giacché non può r diventare uguale ad a senza 
che altrettanto avvenga di r . Finalmente, portando il valore di x nella prima re- 
lazione, si ottiene 

— + ~=2sene , 

P P 

e r interpretazione geometrica di questa eguaglianza mostra che anche t centri di 
curvatura, in due punti corrispondenti, sono allineati col centro d'inversione, 
kj L'inversione non differisce sostanzialmente dalla trasformazione d'indi- 
co — 1. La trasformazione d'indice v consiste nel far corrispondere ad un punto 
dato un altro punto, che abbia l'aflasso proporzionale alla v***^ potenza dell'aflisso 



del primo punto. Procedendo come per Tinversione si riesce facilmente a dimostra*- 
re che le tangenti in dite punti corrispondenti concorrono sulla circonferenza 
determinata dai punti stessi e dal polo, e si trovano le relazioni 

J *'+(v — l)psen6 

dalle quali si può, eliminando s, dedurre Tequazione intrinseca della trasformata 
d endice v di qualunque curva. 

l) Data una curva, trovarne la pedale rispetto ad un punto^ cioè il luogo 
dei piedi delle perpendicolari abbassate da un punto fisso P sulle tangenti alla 
curva. Se si applicano le formolo (1) alle coordinate a? = rcos6,y = della pro- 
jezione M' di P sulla tangente, si ottiene 

Sx r ^ ^u r ^ 

-- = — sen 6 , -r- = — cos 6 ; 
ds p ds p 

poi ^^:$a; = cot6. Ne segue che la normale alla pedale ò antiparallela a PM ri- 
spetto alla tangente ad (M), e però essa divide per metà il raggio vettore PM. 
Inoltre si vede che x=r:p, e però la formola (6), se si ha cura di cambiarvi 6 

in Yi^ — 6, diventa 

r _ 1 de _ 2 sen^ 

pp p ds p r ' 

Dunque Tequazione intrinseca della pedale risulta dall* eliminazione di s fra le 
uguaglianze 



-Jì 



s= I — ds 



r' 



2r — psenO 

Se, per esempio, la curva data è una circonferenza di raggiò a, e se P appartiene 
alla circonferenza, diguisachò p = a, ^=:2aO, r=:2asen6, dalle ultime formolo 
si ricava successivamente 

s = Aa fsen 6 dO = — 4a cos 6 , p' = ^ sen 6 , / + 9p *= 16 a' . 

Dunque (I, 8, e) la pedale cercata ò una cardioide. Osserviamo, per finire, che la 
espressione di p conduce alla seguente semplicissima costruzione del centro di cur- 
vatura C: se la prelezione H del centro di curvatura della data curva sul rag- 
gio vettore si projetta in N, sulla normale, la retta PN contiene il centro di 
curvatura della pedale. Infatti, se L è la projezione di P sulla normale, e Q il 
punto d' incontro del raggio vettore con LM' (normale alla pedale) la trasversale 
PC'N nel triangolo LMQ dà 

r — p _Lg_PM LN_ r — psenO 
?^,'r "" 00' "" PQ ' MN "" ~p"^0~ ' ®^^' 

m) Sono importanti le curve che hanno la curvatura proporzionale al 
segmento di normale, compreso fra il punto d'incidenza ed una retta fissa. 
Io altri termini per tali curve il rapporto qpico^t^ ha un valore costante. Prima 
supporremo che questo sia negativo, diguisachò si possa scrivere, in virtù delle (4), 

a" , d , d^q 

q-=. cos9 = — a'— -sen 9 = — « -rr • 

p ds ds^ 
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s 



Ne segue, fissando convenientemente Torigine degli archi, 5' = te eoa — , dove A 



a 



rappresenta una costante arbitraria, che si può sempre supporre positiva. La deri- 
vazione dà per sen9 il valore — Asen — , e queste tre relazioni 



q = kacos — 
a 



sen9= — Asen — 



a 



p = cos 9 

9 




^' f. 




bastano per rendersi conto della forma delle curve. Nell'origine (s=0) si ha 9=0, 

qz=zka^p= — a:k. Dunque la curva esce dall' ori- 
gine, nei due sensi, parallelamente alla retta fissa, 
alla quale si va sempre più accostando a misura 
che s cresce. Se A <1, si può far variare s fino 
a àz^^iza^ ed allora si ha aen(p=zpk ^q = 0, 
p = 00, vale a dire che la curva finisce per attra- 
versare la retta inàettendosi. La retta spezza dun- 
que la curva in infiniti archi uguali, di lunghezza 
«a, ciascuno dei quali termina sulla retta stessa 
in due punti d'inflessione; e le tangenti in questi punti si costruiscono osservando 
che son parallele alle corde (di lunghezza a) che vanno dall'origine O ai punti 
d'incontro della retta con la circonferenza descritta sul raggio di curvatura in O 
come diametro. Se A>1, s non può raggiungere ±7»^^» perchè il valore asso- 

luto di sen^ non può superare l'unità. Appena, crescendo 5, si ha sen — =r!z-j-, 

9 diventa uguale a zpVa''^. ® P si annulla, mentre q prende il valore ayk^ — 1- 
Si hanno dunque infiniti archi uguali, ciascuno dei quali termina in due cuspidi, 
ed il luogo delle infinite cuspidi è una parallela alla retta data. L'equazione in- 
trinseca si ottiene facilmente sostituendo a 9 ed a ^ i loro valori neìl* espressione 
di p: 



l + (l-A')tg« 



Fra l'uno e l'altro tipo di curve sta il circolo, che corrisponde a A=l. Dall'equa- 
zione intrinseca si deduce che nel dominio dell'origine queste curve si comportano 
come se la loro equazione fosse 

k 2k a 

hanno cioè un contegno di catenaria quelle del primo tipo, e di pseudoeatenaria 
quelle del secondo. Queste ultime poi nel dominio d'una cuspide si comportano 
come la sviluppante d'un circolo dì raggio a:)/^' — 1, ed invece le prime, nel do- 



minio d'un punto d'inflessione, come la clotoide 5p = — ~ l/i ;^i . 

n) Se la costante è positiva, si trova che q deve soddisfare airequazione 

, (Pq 
differenziale q = ar—^, e deve per conseguenza avere la forma 

i. — i 

con X e p. costanti arbitrarie. Se ad una delle costanti si dà il valore 0, si ritrova 
la trattrice. Supponiamo dunque che X e fi non siano nulli. Allora si potrà, con 
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opportana scelta deirorigine, cambiare ì valori delle costanti, e far sì che djyen- 
tino uguali fra loro almeno in valore assoluto: basterà dare airorigine lo sposta- 

meoto y,alog[=p-r-) luQgfO ^& curva. Avremo dunque due tipi di curve, secondo 
che si prende il segno superiore o il segno inferiore nelle formole 



g = *;(«»q=e-») 



a 



) 



a' 



0= — cos cp 



Facendo «=0 si riconosce che le curve del primo 
tipo hanno T origine sulla retta fissa, ed ivi s'in- 
flettono; per quelle del secondo, invece, Torigine 
sta fuori della retta, ma ò sempre il punto più vi- 
cino ad essa. La tangente neirorigine delle curve 
del primo tipo fa con la retta un angolo che ha 
il seno k (e però dev'essere A<^1), mentre per le 
curve del secondo tipo la tangente è parallela alla 
retta fissa. Intanto per nessuna di queste curve s 
può crescere indefinitamente, perchè il valore assoluto di sen9 non può superare 
r unità, e però s può variare soltanto fino al valore 





^px 



sz=aìog — -^ — -i- — 



ed allora è g = aJ/lipA*,9 = ±7fW, p = 0, cioè si ha una cuspide, in cui la 
tangente ò perpendicolare alla retta fissa, e le infinite cuspidi analoghe stanno 
tutte sulla parallela condotta alla retta fissa, alla distanza aJ/lifiA'. 

8. Curve parallele. Diconsi parallele due curve che hanno le mede- 
sime normali. Per esprimere che il punto (x,y) descrive una curva parallela 
alla curva (M) basta porre x=Q e 8^=0. Allora le (1) diventano 



~ = 1 — -^ 
ds p 



dy 

ds 



(9) 



La seconda eguaglianza mostra che y deve avere un valore costante a, e 
però due curve parallele sono auche equidistanti. Inversamente , se una 
curva taglia segmenti uguali ad a sulle normali ad un'altra, a partire dai 
punti d' incidenza, le due curve sono parallele , perchè applicando le (1) al 
punto (x = 0, y=a) si ottiene By=zO. La prima eguaglianza (9), se si osser- 
va che ds'=dx, dà $=s$ — a<^; e dalla (6), poiché 6=0, si trae p'=p — a. 
Dunque due curve parallele hanno gli stessi centri di curvatura. Per avere 
r equazione intrinseca delle infinite parallele ad una data curva basta eli- 
minare s fra le equazioni «' = 5 — 09 , p =p — a. E utile osservare che all'e- 
quazione d*una famiglia di curve parallele si può sempre dare la forma 

y(p + a) 



s 



=S' 



p + a 



prfp 



(10) 



determinando convenientemente la funzione f. Si ha infatti, per a=0, 



dp 
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quindi 

.=.-»,=/(l-^)«p)*=/^^pVp-. 

9. Sviluppata e sviluppanti. Si chiama sviluppata d' una curra 
rinviluppo delle sue normali. Siccome queste sono anche normali ad ogni 
altra curva parallela, si vede che una stessa curva è sviluppata di tutta una 
famiglia di curve parallele : queste si chiamano sviluppanti della curva con- 
siderata. Ciò premesso, l'equazione della normale (ic=0), derivata, dà y=p- 
Dunque la sviluppata d'una curva piana è il luogo dei suoi centri di curva- 
tura: proprietà evidente geometricamente (c/r. 1, 2). Per trovare l'equazione 
intrinseca della sviluppata d'una data curva (M) bisogna applicare le (1) 
alle coordinate a;=0,y = p del punto C, centro di curvatura di (M), in IL 

Si ottiene 

g=0 . 1 = 1 ; (li) 

OS as a$ 

poi , distinguendo con un indice 1 tutto ciò che si ri- 
ferisce alla sviluppata, efej=&y=dp. Dunque, fissan- 
^ do convenientemente l'origine degli archi, 5|=p. Ne 
segue che ogni arco di curva è uguale alla differenza delle tangenti estre- 
me, limitate fra i punti di contatto ed una sviluppata qualunque. Quindi è 
chiaro che, se un filo inestendibile, primitivamente avvolto sopra una curva, 
si svolge nel piano in modo da mantenersi sempre teso, i suoi punti descri- 
veranno le infinite sviluppanti della curva considerata. Finalmente, essendo 
= 7t^» dalla (6) si deduce p^ds=pdp. Dunque V equazione intrinseca della 
sviluppata d'una curva data si ottiene eliminando s fra le equazioni 

10. Qui vogliamo osservare che, quando s cresce all'infinito, se la curva 
che si considera va ad avvolgere assintoticamente un circolo di centro P , le 
(11) tendono a diventare le condizioni d'immobilità del centro di curvatura: 
ciò è conforme a quanto si è visto nel § 2. Inoltre la seconda delle (12) dà 
limpi = 0, e siccome la funzione 9, relativa alla sviluppata, cresce indefi- 
nitamente come quella relativa alla curva data (che ne differisce solo per 
una costante) la sviluppata ha in P un punto assintotico. Adunque i centri 
dei circoli assìntotici d'una curva sono punti assintotici della sviluppata. Le 
identiche circostanze analitiche si presentano quando, in un punto a tan- 
gente determinata, p è minimo massimo. Allora, in generale, la sviluppata 
subisce un regresso. Di tutto ciò è facile rendersi conto geometricamente 
{cfr. I, 6, 9). 

11. La sviluppata della sviluppata d' una curva si chiama seconda svi- 
luppata della curva stessa; la sviluppata della seconda sviluppata è la terza 
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sviluppata; ecc. Siano s„ e p„ l'arco ed il raggio di curvatura della n'*^ svi- 
luppata di (M), in un dato punto M. Applicando le (12) alla (n — l)**^ svi- 
luppata, si ottiene 

dimodoché 



ds„ 

Pn 


Pn- 


-1 





(Ì5 

p 




P« = 


(2 


• 





quindi 

d 

(13) 

Dunque, dato un termine qualunque della successione piPoPt^Psi*" ^i f^^" 
zioni di s, basta prenderne la derivata, e moltiplicarla per p, per ottenere il 
termine seguente. Più semplicemente, se si assume come variabile indipen- 
dente la funzione 9, comune alla curva ed a tutte le sue sviluppate, si rico- 
nosce subito, ponendo pc?(p per ds in (13), che Pi^PtìPzì--* sono le succes- 
sive derivate di p rispetto a 9. 

12. Terminiamo con un'osservazione non priva d'interesse. Se, in un 

punto M, i centri di curvatura C,Cj ,C,,C3, tendono ad un punto limite 

P, questo è lo stesso per tutti gli altri punti di (M), almeno in tutto un arco 
convenientemente determinato intorno ad M. Infatti, ammettere l'esistenza 
della posizione limite P equivale a supporre che le serie 

^ = — Pi + P8— P6 + --- y y = p — P1 + P4 — (14) 

sono convergenti : le somme di tali serie sono appunto le coordinate di P. 
Intanto si ha, applicando la. formola (13), 

dx dy 

p^=— P1+P4— P6+-*'=y— p ' p^ = Pi— Ps+Pb — = — (ic , 

vale a dire che le condizioni (1) sono soddisfatte. Dunque il punto P è fisso 
nel piano della curva. 

13. Esercizi!: a) QiuiV è la sviluppata della trattrice? ^(^nii^, requazione 
della trattrice sotto la forma 

!f 

p'Jrà'=a''e'' , 
si ottiene, derivaudo^ 

a a 

La curva cercata è dunque una catenaria. ^ 

b) Operando analogamente sull'equazione A*a' — p'*=ik^à*e * si ottiene 

p,=zk^ae «zzrA'fl — ^ = A'a '- . 

' a a 

Dunque (I, 11, f^g) la pseudocatenaria è sviluppata d^una pseudotrattrice. 
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c) Vogliamo trovare le curve attraversanti ad angolo costante infinite 
circonferenze uguali, che hanno i centri sopra una retta. Evidentemente le coor- 
dinate del centro d*un circolo, rispetto alla tangente ed alla normale nel cor- 
rispondente punto della curva incognita, hanno valori costanti a e 6. Pertanto 
dalle (1) si deduce 



ds p ^ ds p ' p — 6 ' 

quindi 



=-J''''=/(7-'^+T«- 



Ora serviamoci della formola (10) per determinare la parallela condotta alla 
curva incognita, alla distanza b. Si trova 

/apdp a 1/ - 

-— — 5=z=— -log(p'4-a*)-f cojtón^e , cioè p = a^ e*— 1 , 

e però le curve cercate sono parallele ad una trattrice. Esse sono dunque le in- 
finite sviluppanti della catenaria, 

d) La sviluppata della spirale logaritmica si ottiene immediatamenteT de- 
rivando l'equazione intrinseca p = A5. Si trova p^z=:zkpz=ik$^ ; poi, analogamente, 
Pjzrr A«,, ecc. Dunque la spirale logaritmica è uguale a tutte le sue sviluppate. 
Inoltre, se si osserva che si ha p^=A***^5, si vede che, per k inferiore ad 1, in 
valore assoluto, le formolo (14) danno 

K^s ks 



^=—T-rTk 1 y= 



Il punto P, di cui si è parlato nel § 12, è dunque, nel caso attuale, il polo (I, 11, à) 
stesso della curva. 

e) Anche la cicloide è uguale alle sue sviluppate. Infatti da s^-{-p*=à* 
si ricava, derivando, p,r=: — s; e, poiché *, = p, si ha Sj'-}-Pi*=^*« Invece da 
«' — p*=ziza* si deduce *j' — p,* = qpa*. Dunque due (I, 8, d) pseudocicloidi di 
egual parametro e di specie diversa sono tali che ciascuna è la sviluppata del- 
l'altra. Ne segue che ogni pseudocicloide è uguale alle sue sviluppate di or- 
dine pari. 

f) Più generalmente, dall'equazione òV4-«V=^*^* ^ facile dedarre 
h^^s^ -\-a^p^ = a^b^^ dove si è posto «1 = ^, b^-=:b^:a. Siccome T equazione 
della sviluppata si può ottenere da quella della curva primitiva moltiplicando 
5 e p per a:&, si vede che le epicicloidi e le ipocicloidi son curve simili alle loro 
sviluppate. Se si considera la progressione geometrica, iniziata dai termini a e 
by la fif^ sviluppata della linea cicloidale, definita dai parametri a e 5, è de- 
finita dai termini n*"^ ed (n + l/*^ della progressione. Se questa converge, come 
accade (I, 8, e) per le sole epicicloidi, è applicabile l'osservazione fatta nel § 12, 

e si trova 

b'^s a'p 

Son queste appunto {cfr. § 7, A) le coordinate del centro della direttrice, nel 
quale tendono dunque a raccogliersi le successive sviluppate deirepicicloide. 
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g) Esistono curve per le quali ogni punto ed il corrispondente centro 
di curvatura della sviluppata stanno in linea retta con un punto fisso ? Cer- 
chiamo, più generalmente, l'inviluppo di MC^. L'equazione di questa retta è 
pa?-{-p4y = 0. Derivandola si ottiene (p -f- p|)y = p*. Dunque le coordinate del 
punto di contatto P di MC^ col suo inviluppo sono 






PPi 



9 + 9% 



y= 



9" 



9 + 9.' 



(15) 



ed applicando loro il procedimento accennato nel § 4 si perverrebbe in ogni caso 
air equazione dell'inviluppo. Se si vuole che P sia fisso, bisogna esprimere che le 
condizioni (2) sono soddisfatte dalle precedenti funzioni a; ed ^; ma ò preferibile 
continuare le derivazioni, riprendendo l'ultima equazione ottenuta, cioè {p + p^y 
= p*. Si trova, tenendo presenti le espressioni delle coordinate, ppj=:p^p,, e si 
vede così che C, appartiene ad MG, . Intanto ò facile convincersi che il punto P 
appartiene a GC, , vale a dire che la curva (G) ha la stes- 
sa proprietà della (M) , e però G^ appartiene a GG, ; ecc. 
Le curve che noi andiamo cercando sono dunque tali che 
i loro successivi centri di curvatura, in un punto qua- 
lunque M, sono collocati su due rette, che ruotano intor- 
no al punto fìsso P quando M percorre la curva (M). Quali 
sono queste curve? Scritta l'equazione pp^=p^p^ sotto la 
forma prpi^Pt'Ps ^® °^ deduce subito, ricordando la re- 
lazione (13) ed integrando, p^=:hp; poi, integrando anco- 
ra, p^ = ks, e finalmente p' — hs*=^ costante. Dunque le curve cercate son quelle 
del tipo cicloidale o pseudocicloidale, e le spirali logaritmiche. Inoltre, portando 
nelle (15) i valori p^=iks,p^^=^kp, si ottiene 




ks 



a? = — 



1 + ^ 



s/= ' 



\ + h • 



e si riconosce cosi {cfr, § 7, h) che il punto fisso P è il centro della direttrice. 
Alle stesse curve si perverrebbe anche ponendo soltanto la condizione che G, e 
G3 siano in linea retta con M. 

h) Per trovare la sviluppante del cìrcolo di raggio a basta porre P| = a 
nella seconda formola (12). Si ottiene pdp = ads, poi p^ = 2as,e così è giusti- 
ficato il nome dato in principio (I, 8, a) alla curva rappresentata da questa equa- 
zione. Ora, se si vuole una sviluppante della sviluppante, bisogna sostituire le 
espressioni (12) di s^ e p^ in p^*=2as^, e si trova, integrando, che p' ò proporzio- 
nale ad «*. Si è in tal modo condotti ad assumere l'equazione d'una (n — 1)'"** svi- 
luppante di circolo sotto la forma p'*=A^«'*""\ Intanto, mercè le (12), si trova che 

l'equazione intrinseca della sviluppata di questa curva è p"~*=| 1 J A^***^*, 

e d'altra parte bisogna che sia p'*~*=:A^_,5**^*, Il paragone fra le due equazioni 
permette di calcolare k^ (ricordando che k^=a)j e si trova cosi che 

n 



iiim 



è l'equazione d'una (n — 1) "** sviluppante del circolo di raggio a. Le successive 

5 
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svilappanti tendono sempre più a prender forma di spirale logaritmica, giacchò, 
crescendo n indefinitamente, l'equazione intrinseca tende a diventare p=es. 

i) Tutte le carye p = ^<** hanno le svilnppate della medesima specie. Si sa 
(I, 11, 0) che queste curve appartengono a quattro tipi differenti, secondo che 
n cade in uno dei quattro intervalli determinati dagli estremi — 00, 0,1, 2, 00 • 
Ricordiamo che fra le curve del primo tipo sta la dotoide, e fra quelle del se- 
condo la sviluppante di circolo. Le curve del quarto tipo sono caratterizzate dalla 
presenza di assintoti a distanza finita, mentre quelle del terzo si estendono al- 
r infinito come la curva ap^^z^^ che ammette una nota (I, 11, a) sviluppante. 

Applicando le (12) airequazione p = A«'* si ottiene un'equazione analoga, in cui 

1 
Tesponente n h diventato n^=2 . Ne segue che le curve del primo tipo 

hanno le loro sviluppate del quarto, e ciò si spiega osservando che dai punti di 
maggior contatto con la tangente nascono gli assintoti. Le curve del secondo 
tipo hanno le sviluppate dello stesso tipo del primo; quelle degli altri hanno le 
sviluppate del terzo. È quest'ultimo tipo che tende sempre a comparire quando 
si prendono le successive sviluppate, fatta eccezione delle sviluppanti di circolo* 
Infatti Tesponente n per la v^"^ sviluppata ha il valore 

_ (v + l)n — V 
•■~vn — (v-1) * 

e si vede facilmente che per v^2, e per n negativo maggiore di 1, si ha 
l<C^v^^* Soltanto le curve del secondo tipo hanno sviluppate di tutti i tipi, 
giacché la v*^ sviluppata ò del terzo, del quarto, del primo o del secondo tipo, 

rispettivamente, secondo ohe n appartiene ad uno degli intervalli determinati 

V— — 2 V— -1 V 

dagli estremi 0, , , , — — - , 1, esclusi gli estremi stessi, i quali corri- 

V — 1 V v+l 

spendono al circolo ed alle sue sviluppanti, ed alla spirale logaritmica; ma, sic- 
come i numeri intermedii tendono all'unità quando v cresce indefinitamente, è 
manifesto che il terzo tipo finisce per prevalere in ogni caso. Del resto si può 
arrivare a questa conclusione osservando che, quando n ò compreso fra ed I, 
basta prendere (v — 1)(1 — n)>l perchè n^ cada fra 1 e 2. Siccome poi in tutti 
i casi limn^=l, è chiara la tendenza di tutte le sviluppate a prender forma 
di spirale logaritmica. 



III. CURVE PIANE NOTEVOLL 

1. Coniolie. Si chiama conica ogni curva rappresentata, neirordinario 
sistema cartesiano di assi immobili, da un'equazione del secondo grado fra 
le coordinate xe^ày dei suoi punti. Quando la conica è riferita alla tangente 
ed alla normale in un punto qualunque M, manca neir equazione il ternùne 
indipendente; poi, dovendo essere (1, 1, 4), per x tendente a zero, 
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si vede che l'equazione dev'esser priva aDche del termine in x^ dimodoché si 
potrà darle la forma 

y == - (aa?» + Py' + 2Ya7y) , (1) 

rappresentando per ora con a la curvatura, in M. Si osservi che, per Tarbi- 
traria scelta deirorigine M, accadrà in generale che, se x cresce indefinita- 
mente, anche y sarà infinitamente grande del medesimo ordine, e però il 
primo membro di (1) diventerà trascurabile rispetto al secondo, che si può 
sempre scomporre in fattori lineari : 

(^'^ + ^!/^ + 2yxt/ = {Xx + iii/){X'x + iiy) . 

Dunque all'infinito la curva tende a comportarsi come una coppia di rette 

Xx + [i.y^q , X'x-\rii:y = q , (2) 

immaginarie conjugate quando il discriminante A=:ap— y* ^ positivo, reali 
e distinte quando A<0. Nel primo caso la conica sì chiama ellisse, nel se- 
condo iperbole. Fra le ellissi e le iperboli sta la paràbola^ caratterizzata da 
A=0. Si chiama poi iperbole equilatera la conica che all'infinito si com- 
porta come una coppia di rette ortogonali. Essa è caratterizzata dalla condi- 
zione di ortogonalità delle (2), cioè XX'-|-|Hik'=0, che si riduce ad at-\-^=Q. 

2. Assintoti. Immaginiamo che nei primi membri delle (2) si pon- 
gano per ^ ed y le coordinate dei punti della curva. Cosi l'eguaglianza fra i 
primi ed i secondi membri verrà distrutta, ma tenderà ad essere ristabilita, 
quando il punto (x,y) si allontana indefinitamente sulla curva, se per q e 
q si mettono i limiti dei primi membri. Siccome poi le differenze fra i primi 
ed i secondi membri rispettivi rappresentano, a prescindere da fattori finiti^ 
le distanze di(x,y) alle due rette, queste sono (II, 2) assintoti della curva. 
Intanto, se si pone in evidenza il fattore x inXx+[ky e X'x + iiy^ si rico- 
nosce subito che, se queste quantità tendono a limiti finiti, quando x cresce 
indefinitamente, il rapporto y:x tende a — X:|ji per la prima quantità, a 
— X':fi' per la seconda. Per conseguenza, tenendo presenti le relazioni 

U' = a , wi.' = p , Xp.'4.jiX' = 2Y . X|x'-|iV=:2iyA , 

si trova 

g==hm(Xa; + W)=hm5^.^-p^==^^^ , 

2y 2X' iX 

Per la parabola (A=0) questi valori diventano infiniti, ed inoltre aa;'+ 
^y* + 2^xy è il quadrato di Xa;+jJ.y o di Xx+i^'y, cioè, col tendere di A a 
zero, le (2) tendono a rappresentare una coppia di rette coincidenti, respinte 
air infinito. 
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3. Centro e diametri, Bisolveado le (2) si trova che gli assintoti, 
reali o immaginarìi, si tagliano sempre nel punto reale 

x=-I- , y = ^. (3) 

È utile osservare che queste coordinate soddisfano alle equazioni 

aa + Yj/=:0 , Yaj + py = l , (4) 

che si possono dunque sostituire alle (2) in quanto debbono servire alla ri- 
cerca del punto stesso. Ora, scritta la (1) sotto la forma 

le (4) mostrano che il secondo membro diventa y^ e però T equazione non è 
soddisfatta dai valori (3), ma basta raddoppiare questi valori perchè Tequa- 
zione sia verificata. Dunque il punto 0, definito dalle coordinate (3), è un cen- 
tro della curva, vale a dire che divide per metà tutte le corde che vi passa- 
no. Inoltre, fissato y ad arbitrio, l'equazione (1) fornisce per x due valori, la 
cui media aritmetica è — Y^^^- Dunque il punto medio di qualunque corda 
parallela alla tangente in M è tale che si ha ax'\-xy = ^* soddisfa cioè alla 
prima delle (4), che rappresenta la retta OM. Dunque, se si chiama diametro 
il luogo dei punti medii d*un sistema di corde parallele, si vede che i diame- 
tri d'una conica son le rette uscenti dal centro. 

4. Vertici ed assi. Si chiamano assi i diametri normali alla conica, 
e vertici i loro punti d' incidenza. Affinchè M sia un vertice occorre, per le 
(3), che Y sia nullo, ed allora il segmento OM ha la lunghezza a=a:A=l:^. 
Intanto, se si trasporta per un momento Torigine in 0, 1* equazione della co- 
nica diventa 

«^*+Py' + 2Ya^ = ^ , (5) 

e si riduce, quando M è un vertice, e ponendo &'=»:«, a 

Questa permette di rendersi conto rapidamente della forma della curva nei 

varii casi, e di riconoscere cosi resistenza di due 
assi (bisettrici degli assintoti) e di quattro ver- 
tici, tutti reali neirellisse (6'>0), due reali e due 
immaginarli neir iperbole (6*<0). Designeremo co- 
stantemente con a la radice positiva di a*, e con b 
con bii la radice positiva di 6' o di -^6*, e nel 
primo caso supporremo a>&, scambiando, se oc- 
corre, a con b. In entrambi i casi, fatte queste convenzioni, Tasse da cui la 
conica stacca il segmento 2a , sempre reale , si distingue dall'altro col nome 
di asse focale* Ciò premesso , facciamo ruotare di 6 e di 6' V asse focale , ed 
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assumiamo le sue nuove posizioni come assi x edy rispettivamente. L'equa- 
zione (6) si trasforma in 

a'(aJ8en 6 + y san 6')* + ò\ai cos 6 + y cos 6')* = a'6* , 

e mancherà del termine xy se ^' si vincola a 6 in modo che si riduca a zero 
a'senO senO'-f &'cosO cos 6', se cioè si pone fra e 0' la relazione 



tgOtgd =-^ . 



n 



L'equazione torna dunque ad avere la forma (G), e siccome, per ogni valore 
attribuito ad una coordinata, l'altra prende valori uguali ed a segni opposti, 
si vede che i diametri d' una conica si possono associare per coppie in modo 
che in ogni coppia ciascun diametro divide per metà le corde parallele àlV al- 
ito. Due siffatti diametri diconsi fra loro coniugati. Si noti che ciascun assin- 
toto è conjugato a so stesso, e che la sola coppia di diametri conjugati orto- 
gonali è costituita dagli assi. In tutto ciò si esclude l'eguaglianza fra b ed a, 
che si verifica solo quando la conica si riduce ad un circolo. È poi utile os- 
servare che solo nel circolo e nelT iperbole equilatera ogni coppia ortogonale 
di diametri è coniugata ad un'altra coppia ortogonale^ giacché per avere si- 
multaneamente 

tgetgd'= — ; , cotacote'= — r, 

occorre che sia a^=&^, doà a* =±6*, e presto si vedrà che, prendendo il se- 
gno inferiore, si definisce appunto l' iperbole equilatera. 

5. n calcolo dei semi-assi a e 6 si esegue facilmente osservando che, 
nel passare da (5) a (6), si ò trasformata ortogonalmente una forma quadra- 
tica, definita dal primo dei discriminanti 



a X 




6»A " 


Y P 


1 


a 



in un'altra, definita dal secondo discriminante. Tale trasformazione lascia 
inalterati gli invarianti ortogonali, e però si ha 



d'onde si trae 



a' 



(8) 



Queste forinole mostrano che l'iperbole equilatera ò caratterizzata dalla re- 
lazione i=ia, e che per la parabola sono infiniti a e &• Inoltre, se si tìen 
conto della relazione 



a*b* 



(a«+i»)« («-l-p)^ 



(9) 
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ottenuta eliminando A fra le (8), si vede che, fissati « e ^, se si fa tendere 
Y' ad a^ crescendo, l'ellisse definita dai semi-assi aeb tende a convertirsi 
in lina parabola, e ciò avviene in modo che, crescendo indefinitamente i se- 
mi-assi, il primo membro di (9) resta costantemente uguale ad una certa lun- 
ghezza jp, che si chiama parametro della parabola. Ne segue che b non può 
essere infinitamente grande dell' ordine di a, altrimenti il primo membro di 
(9) crescerebbe all' infinito come a. Si deve dunque supporre b trascurabile 
rispetto ad a, ed allora la (9) diventa lim(ò':a)=jp. 

6. Squazione intrinseoa. Bendiamo l'origine mobile lungo la cur- 
va, e deriviamo l'equazione (1) esprimendo che le condizioni d'immobilità 
sono soddisfatte da x ed y, ed osservando che «i^.T sono funzioni di s. L'e- 
quazione che si ottiene 

(-T)-+-4(S-?)«-+Hf+>+(S+"r)- 

deve (II, 5) coincidere con (1), e però «= — ; poi 

P 

La prima di queste formolo dà subito 

— 1.^-1. — ^1 "!:__ Pi 

Già la sostituzione dei valori di a e y nella prima equazione (4) conduce alla 
costruzione, segnalata da Mac-Laurin, del centro di curvatura 0| della 
sviluppata d'una conica. Infatti la detta equazione diventa 3pr);=p|y, e se 
ne deduce che, se il diametro OM incontra in Q la normale alla sviluppata, 
il segmento QO^ è diviso dal centro di curvatura della conica nel rapporto 
di 1 a 3. Bitornando alla (10) osserviamo che si ha 



cioè 



|(« + P)=(«+P)Y . f=^A. 



d d -l- d d -« 

^log(« + P) = ^logp , ^logA = ^,logp * 



Ne segue, indicando con A e B due costanti arbitrarie, 

a+p=Ap"» , A=Bp"». (11) 

D' altra parte 

y«=— a»-|-a(a-f P)— A=— ««(l-Ap^+Bp*) , 



ovvero 



Ì(l)=-^ + ^P'-^P'- 02) 
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JOunque Veqt4agione intrinseca delle coniche è 

dp 



-U 



K _ 1 -L Ap»— Bp^ 



+ Ap'--Bp' 

7. Per determinare le costanti A e B in funzione dei semi-assi ricordia- 
mo (§ 4) che, quando M è un vertice, la normale contiene il centro, e però, 
in yirtù delle (3), si ha T=0, ed il valore di a o dì & è espresso da 

a a 1 



A -1 1 

Bp » Bp» 

Per conseguenza, se neir equazione che si ottiene ponendo uguale a zero il 

secondo membro di (12) si fa p'=:l:B'jer, Tequazione cosi trasformata 

1— AB^+BV=0 
ammette appunto le radici a* e b\ e però si ha 

quindi 

A=(a« + ò«)(a5f ^ , B=(aò)'K (13) 

Si noti inoltre che sull'asse focale e sulFaltro asse (ma non altrove) la cur- 
vatura ha i valori BV=a:6* e BW = 6:a*. Alle formolo (13) si sarebbe 
potuto giungere assai più rapidamente per altra via, giacché le (11) non dif- 
feriscono dalle (8); ma il procedimento da noi tenuto per arrivare alle (11) 
ha il vantaggio di essere applicabile sempre, indipendentemente dalla co- 
noscenza preliminare delle proprietà della curva. Ed ora, grazie alle (13), 
Tequazione intrinseca delle coniche diventa 

.=1/-.=^= . (U) 



n-iiò') ((!)-') 



Quali sono le forme particolari di questa equazione per la parabola e per l'i- 
perbole equilatera? Nel caso dell' iperbole equilatera si ha b=ia^ e le (13) 

danno A=0,B=— a '. Invece per la parabola si ha B=0, ed il valore di 
A si ottiene ricordando che il primo membro di (9) rappresenta il parame- 

- » 
tro j>, dimodoché A=p '. Dunque le equazioni intrinseche della paràbola 

e dell'iperbole equilatera sono rispettivamente 



>/(f)'-' '^iih 
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8. Fuochi e curvatura. Cerchiamo per quali curve la somma deVe 
distanze di ei<nscun punto a due punti fissi è costante. Se F(r , 0) ed F(r , 6') 

// sono i due punti, si deve avere r+/=2a, e derivan- 
do, col tener conto della prima condizione d* immobili- 
tà, se ne trae 6 + 6'=w. Dunque la normale divide per 
metà V angolo dei raggi vettori. Inoltre, dalle condi- 
zioni 

de 1 , seno d6'. 1 , senO' ,,^, 

37 = -- + —- > -T.=-- + -J- (le) 




ds 



ds 



si deduce, sommando, 



— = (— + -rìsene 
P \r r J 



(17) 



Se da quel punto N della normale, che sta su FF, si conduce alla normale 
stessa la perpendicolare, questa determina sui raggi vettori segmenti MH 
ed MH', la cui lunghezza ^ è data dalla formola 

-i— JL4-I 

-r. r r 

Ora dalla (17) si ha -t.^psenO, e però si costruisce il centro di curvatura 
elevando ancora per H la perpendicolare al raggio vettore, fino alVincon- 
tro G con la normale. Intanto la (17) si riduce alla forma rr'=ap senO, e dà 
luogo, cosi , ad una interessante osservazione. Il raggio di curvatura della 
pedale di (M) rispetto ad F è (II, 7, 2) 



p = 



ar 



= a . 



2r — psenO 2a — r 

Dunque la pedale di (M) rispetto od F (0 ad F') è una circonferenza di rag- 
gio a. In altri termini la curva (M) si può sempre considerare come Vinvi- 
luppo delle perpendicolari elevate alle rette d*un fascio nei loro punti d'in- 
contro con una circonferenza. Tornando alle (16) osserviamo che se ne può 
anche dedurre, sottraendo, 

^de /l l\ ^ r 

^d;=[T~r'=-' 

e poiché r+r'=2a si ha pure 
d*onde, moltiplicando ed integrando, 



ap 



>•=■-© ' -/pfe 



(18) 



— sene 
a 

D*altra parte, se si rappresenta con 2c la distanza FF', 

4c*= r« + r* 4.2rr'cos2e =(r +r')«— 4rr'8en»e =4(a* — eips^n'O) , 
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e per conseguenza apsen'O conserva costantemente il valore a*— c'=6': 

P=-^- (19) 

Ora, se in (18) si sostituisce 6 in funziono di p, sì ricade suU' equazione (14), 
nell'ipotesi 6'>0. Dunque le proprietà fin qui ottenute appartengono alle 
ellissi. Per giungere alle iperboli basta immaginare che si ripeta il calcolo 
precedente partendo djiUa relazione r—r'=2a, cioè supponendo che la dif- 
ferenza delle distarne a due punti fìssi resta costante. Si otterrà subito 
-|- 0' =1 2iv, vale a dire che per le iperboli è la tangente che divide per metà 
Vangalo dei raggi vettori. Le altre proprietà rimangono inalterate. I ponti F 
ed F' chiamansi fuochi della conica, 2c è la distanza focale, ed il rapporto k 
di e ad a si chiama eccentricità della conica. Evidentemonte £<1 per le el- 
lissi, i^l per le iperboli, ed in particolare A;=0,1,K^ per la circonferenza 
di circolo, per la parabola e per l'iperbole equilatera. Come sono situati ì 
fuochi rispetto agli assi? La normale contiene i fuochi quando Ì='/fiK,ed 
allora la (19) mostra che si ha p=6':a, o si è visto (§7) che ciò avviene solo 
sull'asse focale. Inoltre allora il punto di mezzo di FF' si trova alla distan- 
za Vt ir + r')=:a da M, e però coincide col centro della curva. Dunque i 
fuochi sono situati sull'asse focale, e disfano egualmente dal centro. 

9. Applicazione alla parabola: a) la couBiderazioni del paragrafo prece- 
deote non sono applicabili alla parabola, ma le conclusioni ottenute valgono per 
una conica definita da Bemi-asaJ arbitrariamcate grandi, e tendono per coose- 
guenza ad esser valide sotto una forma speciale anche por la parabola. Fissata 
l'asse focale d'una ellisse, e sull'asse un vertice, si facciano aumentare indefini- 
tamente ae òia modo ctie il rapporto b*:a tenda a p. Gli altri vertici, il centro 
ed un fuoco F" si allontaneranno all'infinito, ma il fuoco F tenderà ad una posi- 
ziona limite, in cui la sua distanza dal vertice sarà 

I 



La pedale trovata per l'ellisse ha il raggio a, e per6 tendo, per a infinito, a 
convertirsi in una retta, che per ragione di simmetria dev'essere perpendicolare 
all'asse; e siccome il piede della perpendicolare abbassata da F sulla tangente 
nel vertice b il vertice stesso, così possiamo afTermare che la pedale d^una para- 
bola rispetto al fuoco é la tangente nel vertice. La 
perpendicolare abbassata da F sulla tangente in M in- 
contri in P la tangente ed in G la parallela condetta per 
M all'asse. Se si osserva che questa parallela è il limite 
del raggio vettore MF", ai vede subito che la tangente 
in M ébisetlrice dell'angolo FMO. Dunque il triangolo 
FMG, che ha la bisettrice in M perpendicolare alla base, 
è isoscele. Ne segue, innanzi tutto, che P divìde la base 
FG per metà, e però, se Q è il piede della perpendico- 
lare abbassata da M sulla tangente nel vertice A, i triangoli FQG e PÀF sono 
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uguali. Dunque AP = PQ, cioè per costruire la tangente in M basta congiutt^ 
gere M al punto medio di AQ. Inoltre QG=AF=7sP« ® P^^^ ^^ punto G sta 
sulla perpendicolare airasse, elevata nel simmetrico di F rispetto ad A. La retta 
così costruita si chiama direttrice della parabola. Ad una più semplice costrazione 
della tangente (o della normale) si perviene osservando che il segmento di normale 
MN ò uguale e parallelo a GF , e che però la sua projezione sulF asse è ugnale a 
quella di GF, cioè a p. Basterà dunque portare sull'asse, a partire dalla proje- 
zione di M, nel senso in cui si va dal vertice al fuoco, un segmento di lunghezza 
p. L*estremo di tale segmento darà, congiunto ad M, la no'rmale in M. Finalmen- 
te, sempre perchè FMG è isoscele, MF=MG. Dunque ciascun punto della para-- 
boia dista egualmente dalla direttrice e dal fuoco, 

h) Ed ora passiamo a costruire il centro di curvatura. Per le cose dette 
nel §8 bisogna, dal piede N della normale sull'asse, elevare la perpendicolare 
alia normale stessa fino airincontro H col raggio vettore MF; poi elevare per H 
la perpendicolare al raggio vettore fino all'incontro C con la normale. Ora, se 
si osserva che i triangoli MFN, MFH sono isosceli, si vede subito che F divide 
MH per metà. É dunque inutile costruire H, giacché basterà elevare per F la 
perpendicolare al raggio vettore fino all' incontro R con la normale, ed il centro 
cercato sarà il simmetrico di M rispetto ad R. In altri termini: la projezione del 
raggio di curvatura sul raggio vettore è doppia del raggio stesso. Se S ò il 
punto d'incontro della normale con la direttrice, i triangoli rettangoli MFR, MGS 
sono uguali perchè hanno uguali gli angoli in M, e d'altra parte si è visto che 
MF=MG. Ne segue MR = MS, e si ottiene cosi una seconda costruzione del 
centro di curvatura, per la quale si può dire che la parabola è analoga alla 
cicloide ed alla catenaria (li, 7, d, e): il raggio di curvatura è doppio del 
segmento di normale^ staccato dalla direttrice a partire dal punto d'incidenza. 

10. Ovali di Cassini. Si chiamano ovali di Cassini o cassinoidi i 
luoghi dei punti che hanno costante il prodotto delle distanze a due punii 
fissi. Siano F ed F' i due punti fissi, che per brevità chiameremo fuochi; sia 
26 la loro distanza, il punto medio di FF', e ^ rinclìnazione di OM su Ff. 
£ chiaro che è centro della curva, perchè se un punto soddisfa alla de- 
finizione, altrettanto fa il suo simmetrico rispetto ad 0;eper un'analoga 
ragione possiamo aggiungere che la curva è simmetrica rispetto all'asse 
focale ed alla perpendicolare elevata per a tale asse. Ora,' se r e sono le 
coordinate polari del centro, le distanze deirorigine M ai fuochi sono date da 
|/r'd=2&rcos^-|~'^*i ^ ^^ definizione della curva si traduce neireguaglianza 

r*_2d«r«cos24^+ò* = a< . (20) 

Da questa, derivando, si ottiene 

r«cose=:6«cos(24; — 0) , (21) 

purché si osservi che 

dà d , , .. 1 dO sene 

-1 = — ((p + u)=: h-7- = • 

ds ds^^^ ^ p ^ds r 

Ora l'eliminazione di r fra (20) e (21) dà 

ascosa = ò»scn2^p ; (22) 



-.43- 
poi la (21) 8i trasforma in 

r'=ra'sen6 -|-^'co3 2<J; , 
e da questa e dalla (20) si ricavano lo formolo 






cos2^.= -— -^ , sene=--T---. (23) 



Dunque, a prescindere dal segno, 



s 



= C-,= C ^^'^"'- ■ (24) 



Invece derivando la (22) ed esprìmeado tatto in funzione di r sì ottiene 

L'eliminazione di r fra (24) e (25) farà poi conoscere Tequazione intrinseca 
delle cassinoidi. 

11. L^eliminazione è facile quando a = b. Allora la cassinoide prende il 
nome di lemniscata. Le formolo (24) e (25) diventano 



=/ 



2aVr 2a' 

J/4a4_,,4 Sì 

e Teliminazione di r dà 



"='/ 



Vi^h ■ ' 



dopo aver posto c=^/^a |/2. Questa è Vequaisione intrinseca della lemni" 
scala. Essa mostra che p cresce costantemente ed indefinitamente a par* 
tire da e, suo minimo valore, mentre, in virtù di (26), r decresce dal mas« 
Simo a|/2 fino a zero. D'altra parte le formolo (23) diventano 



r^ 



cos2^;=sene=— ^ , (27) 

e però 4^ = ^74^ P^r r=0, e,8 = Vi^ P^r r=^aV2, Dunque, se si tien 
conto della simmetria della curva rispetto all'asse focale, si riconosce che 
la lemniscata passa nel centro con due rami, che vi s'inflettono tagliandosi 
ad angolo retto, e va poi ad incontrare ortogonalmente l'asse focale in altri 
due punti, situati alla distanza a)/2 dal centro. Inoltre le (27) mostrano 
che si ha sempre 24^ = 79^""^» d'onde segue che V inclinazione della nor^ 
male sull'asse focale è tripla di quella del raggio vettore. Questa proprietà 
permette di costruire la normale in un punto quando son dati i fuochi. Se 
poi si vuole il centro di curvatura basta osservare che, in virtù di (27), la 
seconda formola (26) dà r=3psen6, cioè: la prelezione del raggio di cur* 
vatura sul raggio vettore MO è la terza parte di MO. Per questa proprietà 
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si può dire che la lemniscata è analoga alla parabola {cfr. % 9, h) ed alla 
spirale logaritmica (!« 11, e). 

12. Ogni cassinoide ha tutti i punti a distanza finita. Infatti, affinchè 
sia reale l'espressione (24), occorre che r* non superi a' + 6', e non sia mai 
inferiore al valore assoluto di o* — 6*. Si vede intanto dalla prima formola 

(23) che sen^ è nullo per r^=a^'{'b^ co- 
me per r'=6'— a', e però la curra in- 
contra Tasse in quattro punti quando 
a<&, in due soltanto quando a>>&. Lo 
stesso modo di variare di r mostra poi 
che la curva consta di due ovali eguali 
nel primo caso , e d' un sol ramo chiuso 
nel secondo. Essa incontra sempre ad 
angolo retto Tasse focale perchè cos6 si 
annulla, in virtù di (22), insieme a sen^^. 
Inoltre dalla (21) sì ha r=±6 per 0=4^^ V»^f o però i punti più lontani 
dalTasse appartengono alla circonferenza descritta sul segmento focale co- 
me diametro; ma bisogna osservare che questa circonferenza non incontra la 
curva se il valore di r non è compreso fra i limiti trovati precedentemente : 
ciò accade per a>6|/2. Se poi si fa r'=o*— 6*, 4^ diventa, in virtù di (23), 
uguale ad Vs^* ^ si ottengono così i punti d'incontro con la perpendico- 
lare elevata dal centro all'asse focale. Le circonferenze di raggio a, descritte 
da tali punti come centri, si tagliano nei fuochi : ciò permette di costruire i 
fuochi in modo analogo a quello che si usa per le coniche. Ancora per la se- 
conda formola (23) si vede che la tangente contiene il centro se r^=&^ — a*, 
e ciò può accadere solo nelle cassinoìdi a due ovali (a<&). La discussione 
della (25) mostra poi che la curvatura raggiunge allora il suo minimo valo- 
re. Finalmente sulle cassinoidi ad un sol ramo (a>&) si hanno quattro flessi 
per r^ = VaC^*""^*)» purché questo jalore di r cada fra i limiti trovati, per 
la qual cosa occorre che sia a<ò 1/2. Quando a> & ^2 la cassinoide è tutta 
convessa, come un'ellisse, e la sua curvatura varia fra i limiti 




a« — 2ò' 



a' + 2«* 



Tutte queste curve son facili a dedurre, mediante una trasformazione (II, 

1 
lyk) d'indice -^, da una coppia di circoli, descritti dai fuochi come cen- 

tri, col raggio a*:&. I due circoli possono non incontrarsi, ovvero incontrarsi 
lasciando fuori i centri, o finalmente incontrarsi in modo che in ciascuno 
cada il centro dell'altro. Secondo i varii casi si ottengono tutte le forme 
di cassinoidi, corrispondenti alle ipotesi 



a<h , h<a<hV2 , hV2<a 
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rispettivamente. In particolare la lemniscata nasce da una coppia di cir- 
coli tangenti uguali, e l'altra cassinoide speciale (a =6^2) da una coppia 
di circoli tali, che la circonferenza di ciascun circolo passa nel centro del- 
l'altra. 

13. Curve di Ribaucour e spirali sinusoidi. Ci proponiamo 
di studiare le curve che hanno il raggio di curvatura proporzionale alseg* 
mento staccato sulla normale, a partire dal punto S incidenza, dalla polare 
di qiéesto punto rispetto ad un circolo fisso. Chiameremo direttrice la circon- 
ferenza del circolo, e polo il suo centro. Due casi particolari ci si presentano 
immediatamente. La direttrice può ridursi al polo, ed allora si hanno le cur- 
ve caratterizzate dalla seguente proprietà : la proiezione del centro di cur- 
vatura sul raggio vettore divide questo raggio in un rapporto costante. Que- 
ste curve si chiamano spirali sinusoidi: tali sono, per esempio, le tre 
curve citate in fine del § 11. Può invece accadere che la direttrice sia ret- 
tilinea, ed allora si hanno le curve di Bibaucour, delle quali abbiamo 
esempii nelle tre curve menzionate in fondo al § 9. Esse hanno il raggio 
di curvatura proporzionale al segmento di normale compreso fra il punto 
d'incidenza ed una retta fissa. Particolarmente notevole è la parabola, che 
in virtù delle due costruzioni trovate nel § 9 appartiene all'una ed all'altra 
famiglia. Ciò premesso, siano S il raggio ed il centro della direttrice, x 
ed y le coordinate cartesiane di 0, r e 6 le coordinate polari, e si rappre- 
senti con (n+l)p il segmento di normale compreso fra il punto d'inci- 
denza M e la polare di M rispetto alla direttrice. Conduciamo per M una 
tangente alla direttrice. Il segmento compreso fra M ed il punto di con- 
tatto, cateto d'un triangolo rettangolo, che ha l'ipotenusa r e l'altro cateto 
uguale ad S, ha sull'ipotenusa la projezione (n-f-l)psen6, e però 

r»-R' = (n + l)py . (28) 

Derivando, e tenendo presenti le condizioni d'immobilità, si ottiene 

(n — l)paj— (»+l)p,y=0 . (29) 

Dunque il raggio vettore divide nel rapporto costante — (n-|-l):2n il raggio 
di curvatura della sviluppata. Questa è una proprietà caratteristica delle 
curve che stiamo studiando, giacché l' integrazione di (29) riconduce neces- 
sariamente alla (28) con B costante arbitraria. C^' altra proprietà si scopre 
considerando la circonferenza descritta sul segmento di normale, compreso 
fra M e la polare di M rispetto alla direttrice. Già sappiamo dagli elementi 
della Geometria che questa circonferenza è ortogonale alla direttrice. Ora, 
per cercarne l'inviluppo, bisogna derivare l'equazione x*+y^=in+l)pyj e 
6i ricade cosi sulla (29). La retta rappresentata da questa equazione in- 
contra la circonferenza in M ed in un altro punto M', diguisachè l'inviluppo 
consta di (M) e di un'altra curva (M'). Intanto l'equazione (29) è soddi- 
sfatta dalle coordinate del polo. Dunque, quando M percorre la curva, la 
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reità MM' gira intorno al poh. Inoltre le taDgenti air inviluppo, in M ed in 
M', dovendo (II, 6) in questi punti toccare anche la circonferenza invilup- 
pata, sono antiparallele rispetto ad MM'. Dunque (II, 7, j) la curva (M) 
è inverscydi (M.). 

14. equazione Intrinseoa. Per le condizioni d'immobilità si ha 

rdr='—xds=pdi/ ; (30) 

poi, dividendo per (28), 

rdr dy 



r* — R« (n+l)y ' 
quindi _L 

r'-R«=(n + 1)0^(1^)"', (31) 

purché n, finito, differisca da e da — 1. Sostituendo in (28) Tultimo ri< 
sultato si ottiene 



=Kf) 



n-l 



(32) 



Ora, ricavato da questa formola il valore di y, basterà sostituirlo in (31) 
per ottenere anche x\ 



Finalmente dalle (30) si ha 5 = — I —ciy, cioè 






É questa Tequazione intrinseca generale delle nostre linee. Vi si arriva più 

w I 1 f^ ti 

facilmente utilizzando la (29), che dà subito s= , / ~rfp; ecc. 

n — IJ X 



15. Prima di andare oltre notiamo alcune conseguenze delle formolo 
(31) e (32). Lasciando per ora da parte il caso d*un polo all'infinito, si vede 
facilmente che, se 9»*^1| la curva non può incontrare oiliquamente la di- 
rettricCj né inflettersi o regredire fuori di essa, perchè nei punti d' incontro 
della curva con la direttrice (r = B), e solo in tali punti, la curvatura di- 
venta nulla infinita. Inoltre le curve che hanno l'indice inferiore a — 1 non 
incontrano la direttrice, e però son prive di flessi e di cuspidi; per quelle 
che hanno l'indice superiore a ^-1, ma inferiore ad 1, la curvatura non è 
mai nulla a distanza finita ; e la curvatura di quelle, che hanno l'indice mag- 
giore di 1, è setnpre finita. In particolare : la curvatura d'una spirale sinu- 
soide non jpud, a distanza finita dal polo, e fuori di questo punto, esser nulla 
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o infinita. Ne segue, per esempio, che una spirale sinusoide non può avere 
che una sola cuspide, o un sol punto assintotico, o un solo flesso, ed in 
questo cade necessariamente il polo; e le spirali con indice inferiore a — 1 
son prive di siffatti punti perchè non contengono il polo. Escluse le spirali 
sinusoidi (E = 0) , il modo di comportarsi delle nostre curve in vicinanza 
della direttrice si deduce agevolmente dalla loro equazione intrinseca. In- 
fatti, quando p diventa nullo o infinito, è sempre il termine di mezzo, sotto 
il radicale, che finisce per prevalere neirequazione (34). Ne segue che nel 
dominio di qualunque suo punto reale d* incontro con la direttrice la curva 
si comporta come se la sua equazione avesse la forma pV~^=co^ton^, e 
si può, secondo che n è superiore o, in valore assoluto, inferiore alFunità, 
ascriverla ad uno di quei tipi (II, 13, i) di linee, che hanno la curvatura 
proporzionale all'arco, e sono rispettivamente rappresentati dalla clotoide e 
dalla sviluppante di circolo. Si può anche aggiungere (1, 11, e) che, se n è 
razionale, ma non uguale al quoziente di due numeri dispari, la curva su- 
bisce un regresso ogni volta che incontra la direttrice, e però essa è tutta 
interna o tutta esterna alla direttrice stessa. Quest'ultima asserzione sussi- 
ste poi, evidentemente, per tutte le curve con indice n<— 1, appunto per- 
chè tali curve non incontrano la direttrice. 

16. Esempii: a) Ciascan valore deirindice n definisce una famiglia di li- 
nee, che include sempre una curva di Ribaucour ed una spirale sinusoide. Sem- 
plicissima fra tutte è quella definita dall'indice 1: Tequazione (32) ci dice subito 
che si tratta di una famiglia di circoli. Se a è la distanza del polo dal centro 
d*un circolo di raggio 6, sulla circonferenza di questo circolo si può sempre sce- 
gliere un punto tale che le coordinate del polo siano a;=a,y=&, ed allora la 
(28) dà R'=a* — 5'. Dunque la direttrice è ortogonale alla circonferenza data, 
ed è questo il solo caso d'incontro che avviene, senza che la curvatura diventi 
nulla o infinita, fra una curva e la sua direttrice. In particolare si può consi- 
derare una circonferenza qualunque come spirale sinusoide o come curva di Ri- 
baucour secondo che il polo si colloca sulla circonferenza stessa o sì allontana 
all'infinito. 

b) Interessante è la famiglia definita dall'indice — 2. Essa consta di tutte 
le coniche. Basta osservare, per convincersene, che per n = — 2 la prima proprietà 
dimostrata nel § 13 conduce alla costruzione (§ 6) di Mac-Laurin, ed in questo 
modo si vede inoltre che, per le coniche, il polo sta nel centro. Del resto l'equa- 
zione (34) si riduce appunto alla forma (14) quando vi si pone n = — 2, c^==a5, 
R'=a' + 6'; e le (33) diventano 



Queste sono le coordinate del centro, perchè nei vertici, cioè per p = à^ib o 
prr^^a, si annulla x, mentre y diventa uguale a i o ad a. Se poi si osserva il va- 
lore trovato per R si vede che la direttrice d'una contea è la circonferenza cir- 
coscritta al rettangolo costruito sugli assi» Siccome R si annulla per l'iperbole 
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equilatera e diventa infinito per la parabola, si pnò aggiungere che la spirale 
sinusoide e la curva di Ribaucour d'indice — 2 sono l'iperbole equila tera 
6 /a j^aradoZa, rispettivamente. Qualunque sia la conica, la definizione stessa 
delle nostre curve fornisce un'altra costruzione del centro di curvatura, perchè 
ci dice che questo centro è simmetrico del punto d'incontro della normale con 
la polare del punto d'incidenza rispetto alla circonferenza direttrice. Final- 
mente la proprietà dimostrata in fine del § 13 permette di asserire che le cir- 
conferenze simmetriche^ rispetto alle tangenti, di quelle che son descritte sui 
raggi di curvatura d^una conica, incontrano ortogonalmente la circonferenza 
direttrice ed inviluppano un'altra curva, inversa, rispetto al centro, della co- 
nica considerata. 

e) Più interessante ancora ò la famiglia che risponde al valore del- 
l' indice. La formola (31) non conviene a tutte le curve della famiglia, perchè 
la scelta della costante ò stata fatta in modo che questa cessa di essere arbitraria 
per n = 0; ma basterà moltiplicare il secondo membro di (31) per un fattore 
costante A, ed allora dalle formolo (31) e (28) si avrà r* — R*=Ay*=py; poi 

^=-j |/(A-i)p'+A'R' , y=~ . 

Del resto, per trovare tutte le curve dMndice non occorrono nuovi calcoli, per- 
chè la (29) diventa pX'\-p^y=0 e ci dice che il centro di curvatura della soi^ 
luppata appartiene al raggio vettore. Ora si sa (II, 13,^) che questa proprietà 
caratterizza le linee cicloidali^ se così voglionsi chiamare tutte le linee rappre- 
sentate dall'equazione intrinseca generale 

p«=a«« + 2p5 + Y . 

Si è visto che questa rappresenta per a< — 1 le ipocicloidi^ per a = l le ci- 
cloidij per — 1 <a<0 le epicicloidi^ per « = le sviluppanti di circolo^ per 
(x<0 due famiglie di linee pseudocicloidali y cuspidate o no secondo il segno 
di ^* — CKTfy e separate, per così dire, dalle spirali logaritmiche^ per le quali si 
ha ^' = aY* ^3 s^ osserva che 



la (29) dà 

e dal paragone col precedente valore di x risulta A=l-|-(x,A*R*=p* — «x, vale 
a dire che il raggio del circolo direttore è dato dalla formola 

e così si spiega (cfr. I, 8, e2) perchè una delle due famiglie di linee pseudoci- 
cloidali è sprovvista di cuspidi: queste debbono infatti appartenere (§ 15) alla 
circonferenza direttrice. Immaginaria quando P^ <^cfr(. Il valore di R diventa in- 
finito per a = — 1, nullo per p' = aY. Dunque la curva di Ribaucour e la spi' 
rale sinusoide d'indice sono la cicloide e la spirale logaritmica^ ri- 
spettivamente. Se poi si osserva che, quando p si annulla, si ha x^^ — R,y=:0, 
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81 riconosce che il polo & precisamente il panto di concorso delie tangenti ca« 
spidali, Yale a dire che la circonferenza direttrice ò quella appunto a cui si h 
dato in principio (1,8, e) questo nome. Finalmente le proprietÀ segnalate nel 
§ 13 assumono per n = una forma semplicissima: il centro dì curvatura di 
una linea cicloidale, in un punto M, appartiene alla polare di M rispetto al 
circolo direttore. Inoltre le circonferenze descritte sui raggi di curvatura di 
una linea cicloidale tagliano ortogonalmente la direttrice ed inviluppano una 
seconda linea, inversa della prima. 

17. Se si fa tendere e a zero o all' infinito, secondo il valore di n , si 

tn 

può fare in modo che c*"'^ aumenti indefiaitamento con S; ma il rapporto 
di queste quantità avrà il valore finito e determinato a*"'^ se si pone 



n=l 

ictoriiiiuabu CI 



Allora r equazione (34) diventa 



•=^ /-^= • <-) 



/(i)'^- 



Questa è Y equazione intrinseca delle linee di Ribaucour. Qià sappiamo che 
per n = l si deve trovare un circolo^ per w = una ddoidCy pern =— 2 
una paràbola^ ed effettivamente per n=0 la (35) dà s^'\'P^^=^a^y e per 
»= — 2 si ritrova la prima equazione (15). Per n=3 e per n=— 5 si ot- 
tengono le altre curve 

notevoli perchè basta cambiare 5 in '/a 5 e 25, rispettivamente, per otte- 
nere le equazioni della lemniscata e dell'iperbole equilatera. Per w= — — 

si ottiene una curva che fa parte del sistema di curve parallele (II, 8) 
rappresentato dall'equazione 

^_ 1 /^ pd^ 



-'4 



^/(6+p)(a-d-p) 

e siccome per 6= */«« si trova 45* + p' = co^/awfe, si può dire (I, 8, e) che 
la curva di Ribaucour d' indice — -q" ^ parallela ad un' asteroide. Final- 
mente, se si fa crescere n all' infinito, si ottiene una catenaria di uguale 
resistenza; ma questa non è una linea di Sibaucour, e ciò si spiega su- 
bito ricordando che all'equazione (34) si è giunti supponendo n finito. 

7 
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18. È necessario osservare che per le curve di Bibaucour si pu& bea so- 
stituire la direttrice alla polare di M rispetto al circolo direttore. Si noti, 
infatti, che quest* ultima, e non la direttrice, è la retta che deve deter- 
minare sulla normale un segmento proporzionale a p; ma è chiaro che al- 
trettanto si può dire della direttrice, giacché questa è situata a metà di- 
stanza fra M ed il limite della sua polare. Del resto, se 3 è il segmento 
di normale determinato dalla perpendicolare a OM, situata alla distanza 
r — B da M, e che, per conseguenza, tocca la circonferenza e tende a coii- 
fondersi con essa quando B cresce all'infinito, si ha 

r 

r — R=g'8en6 , lim — =1, 

Dunque la (28) diventa 

(l + ~)?=(n+l)p; 

poi, per B infinito, 2$ = (n-{-l)p. Osserviamo, per finire, che la formola 
(32) dà 

p'^^=lim^=lim~lim^^ = a"^^sen6 ; 



quindi 






n>l 



n + 1 



p = a(8enO) ***' , lim(r— R) = — ^«(senO)"** . 



La discussione di queste formolo mostra che la direttrice d' una linea di 
Bibaucour è normale alla curva in tutti i punti , reali immaginami , di 
minore maggior contatto della curva con le sue tangenti. Le curve con 
indice n<— 1 non incontrano la direttrice^ e però son prive di flessi e di 
cuspidi; per quelle che hanno T indice maggiore 0, in valore assoluto, mi- 
nore di 1, la curvatura, sulla direttrice, diventa rispettivamente nulla 
infinita. Nelle vicinanze della direttrice la curva tende ad essere rappre- 
sentata, in virtù di (35), dall'equazione p*s^^^= costante^ e però sono ap- 
plicabili anche alle curve di Bibaucour le osservazioni fatte in fine del § 15. 

Sono importanti, fra tutte, le curve per le quali il rapporto p:q è un numero 

2 

intero v, cioè le curve d'indice 1. Bibaucour le ha distribuite in quat- 

tro generi: si hanno, per v>0, i generi cicloidale e circolare, per v<0 i 
generi parabolico e catenoidico, secondo che v è pari dispari in ciascun 
caso. Si noti che le curve più semplici nei quattro generi corrispondono 
ai valori 0, 1,-2, — 3 dell'indice (v = 2, 1,— 2, — 1), e sono appunto la ci- 
cloide, il circolo, la parabola, la catenaria, dalle quali prendono nome i 
rispettivi generi. 

19. Basta porre E=0 in (34) per ottenere V equazione intrinseca delle 



-SI 
spirali sinusoidi: 



•=:-*ì/^^=- « 




Si noti che, se si moltiplica s per 1-) — , Tequazione precedente rappre- 
senta invece una curva di Bibaucour d'indice 2n — 1. Già sappiamo che 
per n=l si ha un circoìo, per w=0 una spirale logaritmica, per w = — 2 

un'iperbole equilatera, Perw==— - e per n=— 2 Tequazione (36) si ri- 

duce alle due (15), che rappresentano la paràbola e T iperbole equilatera. 
Se si osserva che nel vertice della parabola il polo deve dividere per metà 
il raggio di curvatura, e che d'altra parte j) è la lunghezza di tale rag- 
gio, si vede che, nel caso della parabola, il polo è il fuoco. Per T iperbole 

equilatera già sappiamo (§ 16, h) che il polo è il centro. Per n-=^~ Te- 

quazione (36) dà b^'\'^^^-= costante^ e per w=2 si trova l'equazione (§ 11) 

della lemniscata. Dunque le spirali sinusoidi definite dagli indici -^ e 2 

sono la cardioide (I, 8, e) e la lemniscata. Le osservazioni fatte nel § 15 
permettono di aggiungere che il polo della prima sta nell'unica cuspide 
che la curva possiede, ed il polo dell'altra è il centro, perchè in questo, 

come si è visto, la curva s'inflette. Finalmente per n=:-r- si ottiene una 

ó 

curva che fa parte del sistema di curve parallele, rappresentate dall' e* 

quazione 

pdp 



s 



=-^/k 



(6 + p)(a-6-p) 



^ > 



e poiché questa, per b = y^a, diventa s*4-4p'=:co5/anfe, equazione d'una 
epicicloide a due cuspidi, si vede che la spirale sinusoide d' indice — è pa- 
rallela ad una certa epicicloide. 

20. Le proprietà trovate nel § 13 assumono una forma più semplice 
nel caso delle spirali sinusoidi. Per esempio : le circonferenze tangenti ad 
una spirale sinusoide, condotte dal polo, staccano dalle normali segmenti 
proporzionali ai raggi di curvatura. Ciò risulta immediatamente dall'e- 
guaglianza di definizione (28), che nel caso attuale diventa r=(n 4- l)psen6, 
e ci svela con molta facilità altre proprietà delle spirali sinusoidi. Così, 
chiamate x e 4^ le inclinazioni della normale e del raggio vettore sopra 
una normale fissa, e scritta la predetta uguaglianza sotto la forma 

1 senO 

-r- = (w + l)-— , 
P ^ 

se ne trae, integrando, dopo aver ricordato che 

c?x 1 d^ Ben 6 

ds p ' ds r ' 
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X=(^+ 1)4^9 ed in questo risultato si ravvisa immediatamente Tes tensione 
d'una nota proprietà (§ 11) della lemniscata. Ne segue che, quando il rag- 
gio vettore ruota uniformemente intorno al polo, altrettanto fa la tangente 
intorno al punto di contatto. A questa proprietà si deve la denominazione 
(troppo lunga) dì curve ad inflessione proporzionale^ fvopostSL dei Laquiè- 
re per le curve abitualmente chiamate, con doppia improprietà, spirali si- 
nusoidi. Ora per S = 0, ponendo, come già si è dovuto fare nel ridurre (34) 



n-\ 



a (36), c:a=(n + l)^\ le formolo (31) e (33) danno 



n + l 

n-l / ^ \~ n^ 



= (n + l)a(|-) " , y = (n + l)a(^) 



Intanto la stessa equazione intrinseca delle spirali sinusoidi mostra che p 
non può annullarsi se non quando n è compreso fra ed 1. D' altra parte 
la prima delle due formolo che precedono ci dice che, quando la curva- 
tura diventa nulla o infinita, il raggio r diventa infinito o si annulla se- 
condo che w è non è negativo. Adunque, non le sole spirali d' indice 
w<— 1, come si è detto nel § 15, ma tutte le spirali sinusoidi con indice 
negativo hanno la proprietà di non contenere il polo. Questo è invece sempre 
un punto della curva quando n>0; e poiché la (36), in vicinanza dei va- 
lori e 00 di p, prende la forma prTsis*"**, si vede (I, 11, e) che le spi* 
rali sinusoidi con indice positivo s'inflettono nelpohy o ne regrediscono^ se^ 
condo che Vindice è il quoziente d'un numero pari per un numero dispari^ o 
viceversa; e vi si comportano come in un punto ordinario quando Vindice è 
il quoziente di due numeri dispari ^ sebbene vi abbiano un maggiore o mi- 
nor contatto con la tangente secondo che n è minore o maggiore di 1. Fra 
queste spirali e quelle che non contengono il polo (n<0) sta la spirale 
logaritmica (n=0). Mentre le prime hanno tutti i punti a distanza finita, 
le altresì estendono all'infinito; e se immaginiamo che l'indice vada de- 
crescendo continuamente, il suo passaggio per lo zero segna il momento in 
cui la curva abbandona il polo per espandersi all'infinito: ciò spiega come 
avviene che, in quell'istante solo, la curva è assintotica al polo. Final- 
mente, quando w <0, il raggio di curvatura può soltanto diventare infinito, 
ed allora diventano infiniti anche r ed 5, mentre y tende a zero o all'in- 
finito secondo che il valore assoluto di n è maggiore o minore di 1. Ne se- 
gue che le sole spirali sinusoidi con indice n< — 1 son dotate di assintoti, 
a distanza finita; e questi assintoti escono dal polo, e determinano intorno 

ad esso tante regioni angolari di eguale ampiezza — . Infatti , quando il 

n 

punto si allontana indefinitamente sopra un ramo che ammette un assinto- 
to, tende ad un multiplo di ir. Ora, se limO=— v7t, si ha 



ii.+=iiim(|-e)=(2v+i)«, 
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e due simili valori, corrispondenti a due valori consecutivi di v, differiscono 
appunto per — . 

21. Trasformazioni: a) Le spirali sinasoidi sono notevoli anche per la grande 
facilità con cai si lasciano dedarre le une dalle altre mercè varie trasformazioni. 
Così, per esempio, se si projetta il polo, in M', salla tangente ad una spirale 
(M) d'indice n, si sa che le coordinate del polo rispetto ad (M') sono r =y ,6'=0, 
e d'altra parte il raggio di curvatara è dato (II, 7, l) dalla formola 

r» n+1 



rV 



t > 



^ 2r — psenO 2n + l (n'+I)sen6 

n 

ponendo n'= ---—.lyunque la pedale d^unaspù-ale d*indicexìy rispetto al polo^ 

è una spirale d'indice — :— . Per esempio, le pedali della spirale logaritmica 

w-|-I 

(rispetto al punto assintotico), della parabola (rispetto al fuoco), della circon- 
ferenza di circolo (rispetto ad un suo punto), deir iperbole equilatera (rispetto 
al centro), sono rispettivamente una spirale logaritmica, una retta, una car- 
dioide, una lemniscata; la pedale d*ana cardioide rispetto al punto di regresso 
è parallela ad un'epicicloide; ecc. Più generalmente, se n è un numero intero, la 

spirale d^tndice — é la (n — l)*"^ pedale d^una circonferenza dì circolo rispetto 

n 2 

ad uno dei suoi punti; la spirale d'indice - — r— : é la n*"^ pedale di unUper--' 

2n -|- 1 

hole equilatera rispetto al centro; ecc. 

ò) Similmente, se si applica la trasformazione (11,7, A;) d'indice v, dopo 
aver osservato che à*'^r=r^^ si ha 

. w'p vr' r' • 

'^~r + (v — l)psene""(w + v)sen6"~"(n+l)sene' ' 

ponendo n = — . Dunque la trasformata d'indice v d'una spirale d'indice n è 

^ n 

una spirale d'indice — . In particolare la pedale d'una spirale d' indice n può 

anche dedursi da questa curva mediante una trasformazione d'indice n-j-^- Per 
V = — 1 si vede che due spirali sinusoidi^ con indici uguali ed a segni opposti^ 
sono curve inverse. Sono per esempio inverse Tuna dell'altra le seguenti linee : 
due spirali logaritmiche, retta e circolo, parabola e cardioide, iperbole equila- 
tera e lemniscata. Per altri valori di v si riconosce che le trasformate d'indice 2 
della retta e del circolo sono una parabola ed una cardioide, le quali sono anche 
trasformate d' indice 4 dell' iperbole equilatera e della lemniscata ; ecc. Osser- 
viamo per finire che tutte queste curve si deducono facilmente dal circolo, pren- 
dendo come polo un punto della circonferenza, e la tangente in questo come 
asse polare. Infatti ogni spirale sinusoide d'indice n deriva dal circolo con una 

trasformazione d'indice — • 

n 
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IV. CONTATTO ED OSCULAZIONE. 



1. Quando, in un punto M, due curve si toccano, cioè quando le loro 
tangenti in M coincidono, può accadere che coincidano anche i centri di cur- 
vatura. Allora, trasportate le orìgini in M, le due curve si possono conside- 
rare, nel dominio di M, come rappresentate, a prescindere da infinitesimi, 
da una stessa equazione intrinseca. Esse sono pertanto, in quel dominio» più 
che tangenti, giacché una determinata equazione intrinseca non può rap- 
presentare che una curva sola ; e poiché questo maggior contatto si mani- 
festa quando la differenza p—p dei raggi di curvatura in due punti defi- 
niti, sulle due curve, da uno stesso valore di s, è infinitesima insieme ad s, 
è ben naturale assumere come indice del contatto più o meno stretto l'or- 
dine d'infinitesimo di p-^p. Siccome poi nel caso generale (contatto sem- 
plice) p—p non è infinitesimo, converremo di dire che le due curve hanno 
un contatto dell'ordine n quando p — p è infinitesimo dell'ordine n — 1, di- 
modoché il contatto semplice si potrà chiamare del primo ordine. In tutto 
ciò é implicita la supposizione che p e p siano finiti; noi supporremo ancora 
che siano sviluppabili, nel dominio di M, secondo le potenze intere e po- 
sitive di 5, e limiteremo in tal modo il nostro studio al contatto nei punti 
ordinarli , pur non lasciando di esortare il lettore ad affrontare le molte 
piccole difficoltà che presenta lo studio completo del contatto di due curve 
nei punti (flessi, cuspidi, punti assintotici, ecc.) intorno ai quali non è 
sempre possibile l'accennata forma di sviluppo. 

2. Se si attribuisce l' indice a tutte le quantità calcolate in M, si ha 

-'.+'(^).^(S)+^(S)+ 

ed un'analoga eguaglianza si può scrivere per p. Dunque, affinchè p—p 
sia infinitesimo dell'ordine n — 1, occorre e basta che si abbia 

D'altra parte la nota (II,/brm. 13) legge di formazione dei raggi di cur- 
vatura PnPi)p8f* delle successive sviluppate mostra facilmente che si ha 

omettendo di scrìvere, nella prima eguaglianza, tutte le derivate di ordine 
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inferiore ad n, e nella seconda tutti i termini che non contengono p^* Si 
vede cosi che p^ dipende dalle sole prime n derivate di p, e certamente 
dalla n''**% e che l'espressione della derivata n**^ di p contiene p„, ma non 
Pn*i , Pm^,, ecc. Ciò premesso, è chiaro che le condizioni trovate equi vai* 
gono alle altre 

P = P' » Pl=p'l ; P« = P'f » » Pn-f=P'«-» y Pn-i^Pn-l M puntO M). 

Dunque, perchè due curve abbiano, in un dato punto, un contatto dell'ordine 
n , è necessario e sufficiente che, in quel punto, i primi n — 1 centri di cur^ 
vaiura d'una curva coincidano con quelli dell'altra, ma restino distinti i 
centri n*"*. Da questa proposizione risulta che, se due curve hanno un con- 
tatto dell'ordine n, le loro v*"** sviluppate ne hanno uno di ordine n— v, e 
però la proposizione stessa si può enunciare cosi: affinchè due curve ah' 
biano un contatto dell'ordine n occorre e basta che le loro (n — 1/*"* m- 
Zuppate si tocchino semplicemente. 

3. Si può ritenere come evidente che, quanto più rapidamente cresce in 
valore assoluto, a partire da un punto, la curvatura d' una linea, tanto più 
questa tende a scostarsi dalla tangente in quel punto, e che« di due curve 
tangenti , quella che ha la curvatura maggiore nel comune punto di con- 
tatto tende più dell' altra ad allontanarsi dalla tangente. Del resto ciò si 
giustifica pienamente con un più accurato studio del contegno delle due curve 
nel dominio del punto di contatto (I, 4). Ora, se n è dispari, il rapporto di 
9 — p ad s**"* finisce per prendere un segno determinato, qualunque sia il 
segno di s, e però, nel dominio di M, una delle curve è interna all' altra; ed 
è questo, evidentemente, il caso generale. Se n è pari, s*^^ camhia segno 
con s, e però si ha p> p da una parte di M, q p<,^' dall' altra, cioè le due 
curve si attraversano. Dunque due curve si possono attraversare nel punto 
stesso in cui si toccano-, ma è questo un sicuro indizio di contatto superiore. 
Invece, se le due curve si toccano senza incrociarsi , come avviene in gene- 
rale, non sempre si ha un contatto semplice, perchè si è visto che si può ec- 
cezionalmente avere anche un contatto superiore; ma in questo caso l'ordine 
è dispari, e siccome 9 — 9 conserva un certo segno intorno allo zero, si può 
aggiungere che la differenza p—p è minima massima nel punto che si 
considera. 

4. Osculazione. Fissato un punto M sopra una curva, e data una 
seconda curva f{s , p) = 0, è possibile trovare uno più punti M' della se- 
conda curva, tali che, portando a coincidere M' con M, e la tangente in M' 
con la tangente in M, il contatto, che in generale è del primo ordine , risulti 
invece del secondo : basta infatti risolvere V equazione della seconda curva 
rispetto ad s, sostituendo a p il valore che ha il raggio di curvatura nel 
punto M della prima curva. Invece di darsi la curva (M') si cerchi di sce- 
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I 

glierla fra le infinite, che son rappresentate dall' equazione intrinseca (con 
n— 2 parametri arbitrarii) 

in modo che V ordine del contatto risulti tanto elevato quanto è possibile. 
Con n — 2 derivazioni successive potremo dalla (2) dedurre altrettante rela- 
zioni, che hanno la forma seguente: 

/"n-lC^Jpi ' • • > Pn-« >^l » • • • >«n-t) =0 . 

Queste, come la (2), debbono aver luogo identicamente per le curve (M')« ma 
se si pensa che ài posto di p , p| , . . . , p^, si pongano i valori che queste quan- 
tità hanno nel punto M della prima curva, si viene a costituire un sistema 
di n — 1 equazioni, che fornirà determinati valori di s,a| «a,,... • ,a^^. 
Per ogni soluzione del sistema i valori delle a serviranno a designare una 
curva fra le infinite che son rappresentate dall'equazione (2), ed il valore 
di s definirà , sulla curva (M') cosi ottenuta, un punto M'. Se questo punto 
si porta a coincidere con M, in modo che ivi si tocchino le due curve, queste 
avranno comuni i primi n — 1 centri di curvatura, ed in generale non vi è 
ragione perchè coincidano anche i centri nf^*, diguisachè il contatto rag- 
giungerà l'ordine n, ed è chiaro che a priori non si può pretendere un con- 
tatto più elevato; ma ciò non toglie che un tal contatto possa verificarsi 
per una particolarità inerente alla data curva (M). Nel caso generale si 
dice che, fra le curve definite dall'equazione (2), la (M') ò osculatrice alla 
curva data, e quando eccezionalmente avviene che, mentre si cerca di pro- 
curare un contatto dell' ordine n fra le due curve, si trova che queste si 
toccano più strettamente ancora, si dice che la curva (M') è surosculatrice 
ad (M). Adunque in ogni famiglia n — 2 volte infinita esistono curve, in 
numeì'O semplicemente infinito, che hanno un contatto delV ordine n con una 
data curva (M), e solo in particolari punti di (M) può accadere che l'ordine 
del contatto oltrepassi n. 

5. Circolo osculatore. Le considerazioni precedenti non sono ap- 
plicabili quando nella (2) manca Sy cioè nel caso dei circoli. Gli infiniti circoli 
che toccano una data curva, in un punto M, hanno i loro centri sulla nor- 
male alla curva, in M; ma fintantoché è distinto da C il contatto è sem- 
plice, e diventa in generale del secondo ordine solo quando coincide con C. 
Dunque, fra i circoli che toccano la curva in M, il circolo osculatore è quello 
che ha il centro nel centro di curvatura. Siccome poi il contatto è del secon- 
d'ordine, il circolo osculatore attraversa la curva, in generale, nel punto di 
contatto, ed è anzi questa una proprietà che lo caratterizza fra gli infiniti 
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circoli che toccano la curva nel medesimo punto. Se immaginiamo che il cen- 
tro d'un circolo tangente percorra in un dato senso la normale, muovendo 
dall'infinito per tornare all'infinito, potrà una volta sola accadere che la cir- 
conferenza attraversi la curva, mentre per ogni altra posizione di la curva 
è, nel dominio di M, tutta interna (come avviene manifestamente quando 
si allontana all'infinito) o tutta esterna (come quando tende a confondersi 
con M) alla circonferenza corrispondente. Nella semplice infinità di circoli o- 
sculatori ad una curva, alcuni possono surosculare la curva in punti speciali, 
e siccome allora il contatto è generalmente del terzo ordine, si può, per l'os- 
servazione finale del §3, affermare che p— p, cioè p è minimo o massimo. Vi- 
ceversa, se p è minimo o massimo, il contatto dovrà essere di ordine supe- 
riore dispari, e però, immaginando che il punto di contatto vada percorrendo 
la curva sempre in un senso, ogni volta che il circolo osculatore diventa mi' 
nimo massimo il contatto si eleva almeno al terzo ordine^ ed in ogni caso 
è di ordine dispari. Allora il circolo osculatore cessa di attraversare la cur- 
va; è questo, dunque, un sicuro indizio di surosculazione, che si manifesta 
evidentemente ogni volta che, nel dominio d'un punto, la curva è simmetrica 
rispetto alla normale. 

6. Supponiamo che le curve (M'), invece di essere rappresentate dalla 
(2), siano date mediante la loro equazione cartesiana, relativa alla tangente 
ed alla normale in un punto M d'una data curva, ed ammettiamo la possibi- 
lità dello sviluppo di y^ nel dominio di M, secondo le potenze intere e posi- 
tive di X : 

y=:Aa?'-f Ba;«-fCa?^-| (4) 

Questo sviluppo, per opportune determinazioni dei coefficienti, conviene a 
qualunque curva tangente in M alla curva data, ed in particolare conviene 
alla stessa (M). Per determinare i coefficienti relativi alla (M) basta (II, 5) 
derivare (4) e identificare con (4) l'equazione derivata. Si ottiene 

1 \ dk 1 dB A* 

La stessa legge di formazione di questi coefficienti mostra che il v^'^ coeffi- 
ciente dipende solo dai primi v raggi di curvatura, e certamente dal raggio 
^</wo Dunque, per tutte le curve che hanno, in M, un contatto dell'ordine n 
con (M), i primi n — 1 coefficienti dello sviluppo (4) dovranno avere gli stessi 
valori. Ed ora, per determinare la curva (M') osculatrice ad (M), basta por- 
tare in (4) i valori (5), poi sostituire lo sviluppo (4) nell'equazione di (M'), 
trascurando pure le potenze di a;, di grado superiore ad n. Si ottiene in tal 
modo un'eguaglianza che dev'essere soddisfatta identicamente, e ciò per- 
mette di determinare i coefficienti nell'equazione di (M'). Qui vogliamo no- 

8 



cioè 



— 58- 

tare che, se si scrive lo sviluppo (4) per una curva qualunque, che abbia 
un contatto dell* ordine n con (M), i primi coefficienti non uguali dei due 
sviluppi sono i coefficienti n'^\ perchè dipendono certamente da p„_, e da 
Pn-i>P«-i- Dunque la differenza y—xj delle ordinate è infinitesima dell'or- 
dine u-f-l, cioè le due curve si possono considerare come coincidenti^ nel 
dominio del punto di contatto, a prescindere da infinitesimi di ordine supe- 
riore ad n. Djpo ciò è facile rendere più precise le affermazioni del § 3. Fi- 
nalmente osserviamo che, invece deirunico sviluppo (4), è talvolta preferibile 
l'uso analogo degli sviluppi di x e dì y in funzione di s. Dalle relazioni 



dx dy 



— =cos(p , — =sen9, 



si deduce, con successivo derivazioni, 

d'o? sen9 d^x COS9 , P<s®'^9 d^x 3p,ros9 P^'ì'pP^ — 3p, 



-sen9 ,..., 



dry cosq) d^y sencp p,cos<p d*y 3p,sen(p p' + pp» — 3p,' 

ds^'~' '"r 'S^^"'^ p^~'ds^^~J' p* ^ ''''^^ "••' 

quindi 

x-s ^'4- P*'' 4- .y - '* P*'' ^P' + PP,--3p,V 

7. Applicazioni: a) Il numero delle coniche è doppiamente infinito dal panto 
di vista intrinseco. Ne segue che una conica sì potrà chiamare osculatrice ad 
una curva quando avrà con essa un contatto del quarto ordine. Ora, se nel- 
Tequazione della conica 

y=:~(c^x' + ^y^ + 2yxy) (7) 

si sostituiscono gli sviluppi (6), trascurando le potenze di s di grado superiore 
al quarto, si riesce facilmente a determinare a,^,Y in funzione dei raggi di cur- 
vatura piPnP^ della data curva (M). Invece degli sviluppi (6) è forse prefe- 
ribile, nel caso attuale, adoperare Tunico sviluppo (4), limitandolo ai primi tre 
termini, e trascurando, nel sostituire in (7), le potenze di x dalla quinta in su. 
In uh modo neiraltro si perviene ai seguenti risultati : 

a-j , p_- - -gp3 , Y--3^. (8) 

Dunque Vequazione della conica osculatrice è 

(3p.t? - P^yf + (9p' + 4p.' - 3pp.)^' = 18p V . 

h) Se si vuole che il contatto sia soltanto del terzo ordine, si hanno in- 
finite coniche, rappresentate sempre dairequazione (7), in cui a e y hanno i 
valori (8), mentre p, unico coefficiente che dipende da p,, resta arbitrario. Per 
P=:Y':a si ottiene una parabola, e per p = — a un'iperbole equilatera. Ne segue 
che le equazioni della parabola osculatrice e delVìperbole equilatera oscula- 
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frice sono rispeUiv amente 

Jp 

cj Per determinare la grandezza degli assi della conica osculatrice 
bisogna ricordarsi (III, forra. 8) che si ha 

« +^' = — Ti — , «^ = — » 

A* 
dove A = oeP — Y'* Se per brevità si pone 

g? = 9p» + 4p,'-3pp, , fè = 18p' + 5p,'-3pp, , 
i valori (8) danno 

e le formole precedenti diventano 

«.+..=S|f .».= ?!?. (,o) 

Da queste si ricava 

Si noti che il radicale inferiore è senfipre reale, perchò si ha identicamente 

(!>• — 36g?p'=:(5p/ — 3pp,)» + 36pV,* . 

8. Invarianti. Per qualunque curva d'una famiglia (2), costituita da 
un numero n— 2 volte infinito di linee, esiste una funzione dei primi n raggi 
di curvatura, che resta costantemente uguale a zero lungo tutta la curva. 
Derivando infatti Tultima delle (3) si ottiene un'altra relazione 

che deve aver luogo identicamente per tutte le curve (2). Ora, se si elimi- 
nano 5,a|,a2,...,a^_, dal sistema costruito aggregando Tultima equazione 
e la stessa (2) al sistema (3), si giunge ad una relazione 

F(p,Pi,P,,..MPn-i) = , (11) 

il cui primo membro è appunto V invariante della famiglia (2). La conoscenza 
dell'invariante permette di costruire, in ogni punto, il centro vl^ di curva- 
tura^ quando sono conosciuti i primi n — 1 centri, e la costruzione che si ot- 
tiene caratterizza le curve (2). È infatti evidente che ogni invariante con- 
viene ad una ben determinata famiglia di curve, alla cui equazione si può 
dunque sostituire la conoscenza dell'invariante stesso. Per convincersene si 
noti che, sostituendo i valori (1) nella (11), questa diventa un'equazione dif- 
ferenziale dell'ordine n — 1, dalla quale si risale, integrando, ad un'equa- 
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zione in s e py che racchiude n—l costanti arbitrarie; ma, di tali costanti, 
n—2 costituiscono il sistema di parametri, che comparisce neirequazione 
(2), e r ultima è determinata dalla scelta dell'origine degli archi. Ma non 
il solo n**"" centro si può costruire quando si conosce 1* invariante, si bene 
anche tutti i centri successivi. Infatti noi possiamo indefinitamente derivare 
la (11), ottenendo cosi tante relazioni 

Fi(p,Pi.--.»Pn) = , Fi(p»Pi,..MPn*i) = , F8(p,p,,...,p^,,)=0,... (12) 

le quali porgono successivamente i valori di PnìPn*i^Pn*%^ ÌQ funzione di 

PtPiiPsfMpn-i* L'annullarsi dell* in variante F in un dato punto d*una curva 
(M) indica che la curva (2), osculatrice in quel punto alla (M), ha in comune 
con questa anche il centro n*"^ di curvatura, vale a dire che l'ordine del con- 
tatto oltrepassa n, cioè si ha surosculajsione. Osserviamo finalmente che se 
fra la (11) eie prime v relazioni (12) si eliminano p,Pi,"fPv-i9 si ottiene 
una relazione 

F^*YP»»Pvfi»-"»PnfV-l) = ^ » 

e si può subito affermare che F^*^(p,Pii...,P«-.i) è V invariante della fami- 
glia costituita dalle v**"* sviluppate delle curve della data famiglia (2). Affin- 
chè in un punto d'una data curva avvenga un contatto dell'ordine n+v, con 
una curva della famiglia (2), occorre e basta che in quel punto si annullino 

F,F,F',...,F^^-*>, ma non si annulli ¥^'K 

• 

9. Esempii: aj Le linee cicloidali (cfr. II, 13, g) costituiscono una fami- 
glia doppiamente infinita di curve, caratterizzata dair invariante p^p^ — pp,; ma 
se le dette linee si particolarizzano in modo che dair intera famiglia se ne stacchi 
una semplice infinità, T invariante non deve più contenere p,, ed effettivamente 
si trova che gli invarianti delle sviluppanti di circolo, delle spirali logarii- 
miche^ delle cicloidi^ delle pseudocicloidi , delle ipocicloidi tricuspidi, ecc. , sono 

rispettivamente p,, p,' — pp^^ P-^Pt^ P^Pt^ ^P'^Pt^ ^^^' 

b) Gli invarianti delle parabole e delle iperboli equilatere sono appunto 
le quantità designate (§ 7, e) con ^ ed ^, perchè queste sono funzioni di p,P| ,p2« 
che in virtù delle (9) si annullano rispettivamente su qualunque parabola e su 
qualunque iperbole equilatera. Inoltre la seconda formola (10) mostra che la co- 
nica osculatrice ad una curva è iperbole o ellisse secondo che & è negativo o 
positivo. I valori di s che annullano d^ o % definiscono su qualunque curva i 
punti di surosculaziono con una parabola o con un'iperbole equilatera. 

e) Per trovare T invariante 6 dell' intera famiglia delle coniche basta de- 
rivare l'una Taltra eguaglianza (10). Si ottiene in tal modo Q sotto una delle 
seguenti forme 



11/7 C«i /7^ *« /7 ^ 



p. p. 



Eseguendo il calcolo in un modo o neir altro si trova che l'invariante delle 
coniche è 

e = 36p»Pi + 40p,3-45pp,p,+ 9p«p3 . 
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Finalmente le forinole (10) permettono anche di esprimere 6, lungo una curva 
qualunque, in funzione dei semi-assi della conica osculatrice: 

{abf 

L^ultima espressione, quando si sappia che ^ab misura Tarea chiusa nella el- 
lisse definita dai semi-assi a e 5, conduce ad osservare, con Grave, che l'eU 
lisse osculatrice ad una curva^ in un punto M, non può conservar costante 
r area* quando M percorre la curva. Si aggiunga che il segno di 6 serve a ri- 
conoscere se Tarea stessa va crescendo o decrescendo; qiuindo diventa mini" 
ma^ o massima^ si annulla 6, e però il contatto si eleva almeno al quinto 
ordine. 

d) Notevoli son le curve definite dair invariante 

per ciascuna coppia di valori di X e fi. Così, per esempio, 5(3, -— | e 3(6,—-) 

non differiscono da 3^ e da ^; le catenarie di eguale resistenza sono caratte- 
rizzate da 3(1,1), le spirali logaritmiche da 3(0^0), e più generalmente 3(0, jjl) 
è l'invariante delle curve che hanno l'arco proporzionale alla potenza (1 — ji)*"*" 
del raggio di curvatura; d(X)O) è l'invariante delle curve rappresentate dal- 
l'equazione 

ecc. Quando X e fi non sono nulli, l'integrazione di d = conduce all'equazione 
intrinseca 



S=2 



Vi(ar->) 



che rappresenta in particolare (III, form. 35, 36) le curve di Rihaucour o le 
spirali sinusoidi d'indice n, secondo che si fa l'una o l'altra delle seguenti 
ipotesi: 

,_ »— 1 .._ ^ + l ,_ w(n — 1) ._ n 
^""M^ ' ''""n-1 ' ^-(n + 1)' '^""n-r 

Se poi si osserva che 

g=2Xp,-p3+ (2^1+1)^. 

si vede subito che, quando 2|i4'l=0, l'invariante delle curve sviluppate è 
2Xp — p,; e siccome questo è l'invariante delle linee cicloidali p'= 2X5* -[-•••» 
ciascuna delle quali è, in generale, sviluppata d'una linea analoga, si può dire 

che le curve definite dall'invariante 3 f X, — -— - j son certe parallele a linee ci^ 

doidali: tali sono {cpi\ III, 17, 19) la curva di Rihaucour d'indice — — e la 

à 
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spirale sinusoide d'indice — . Per iuite queste curve l' interpretazione geometrica 

ó 

dell'egaagliaDza 3 = conduce alla seguente semplicissima costruzione del terzo 
centro di curvatura, quando sian noti i primi due: se si divide CM nel rapporto 
di X a l — X^ e CO, nel rapporto di (ii-{-l)X a 1 — (|jL-f-l)^i ^ se dal primo 
punto di divisione si conduce la perpendicolare alla retta che lo congiunge al 
secondo^ tale perpendicolare passa per C, . 

e) In modo analogo si possono studiare le curve definite nel § 13 del capì- 
tolo precedente. Posto 

P = (n - l)'p« + (« + l)»p,» + (n' - 1) (p.« - pp,) , 

H = -^^ [(n - 1)V + (n + l)»p,» ] + («'- 1) (P,* - PP.) , 

si trova che T invariante delle predette curve è 

O = 2np, [(2« - 1)1» - 2(n + I)H] + (n - 1) (n« - 1 )p{p,p, - pp,) , 
e che il circolo direttore ha il centro nel punto 



.3 



ed il raggio 



_(!?L-i)p:p, , ,=(!^)V . (13) 



R=(«-i)sK-(«+i)H. 



Ne segue subito che X* ed H sono gli Invarianti delle curve di Ribaocour 
(R=oo) e delle spirali sinusoidi (R = 0), e che l'equazione del circolo diret- 
tore è 

«>* + y*-~(n- l)p' [(« + l)p,co + (« - l)py] + -'^- (n - lyp* = . 

Questa, per le curve di Ribaucour, si riduce a 

n + l « + 1 p, 

i/ = — ■ — P — -^ ^ (14) 

^ 2 ^ n— Ip ^ ^ 

10. Esercizi!: a) Determinare il luogo dei centri delle coniche oscula trici 
d'una data curva. Le coordinate del centro si possono dedurre dalle (13) per 
n= — 2, pure dalle (3) del precedente capitolo portandovi i valori (8) e (9). 
Applicando a tali coordinate 

_3pV, V 

il solito procedimento (II, 4) si ottiene 

^x_Qp^ By_^S<2p 

e si vede che la tangente passa per M; quindi si ha 



«=^ . y=-k 0^) 



^y9p.+p.« , p^-p- 



^=^y^*+p" « p'=75(v+p.*)' 



Per esempio, nel caso dell' ipocicloide tricuspide (9s* + p* = costante), si trova 
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9*=36à', (3=45a', G = — 3240 a'«; poi, fissando convenientemente il senso 
e Torigine degli ardii, le formolo precedenti danno 

,_15s» ,_15»p 

'-"IT ' P-8a ' 

e finalmente 9*' +4p' =costanie. Il luogo cercato è dunque un' ipocicloide a 
sei cuspidi, delle quali tre coincidono con quelle della curva data. 

òj Cercare V inviluppo delle direttrici delle parabole che osculano una 
data curva. Dalla (14) si ha, per n=: — 2, Tequazione della direttrice, che per 
derivazione dà 

(P« — 3p)a? + 4p,y + 2pp, = , 

e dalle due equazioni si ricava a? = 0,y = — ^/^p. Dunque la direttrice tocca il 
suo inviluppo sulla normale alla curva. Applicando alle coordinate del punto di 
contatto le solite formolo fondamentali si ottiene 

.=kllS . p-=(V:^^ (16) 

2p 2g? 

Per r ipocicloide tricuspide si ha p=i^/^a. Dunque le direttrici delle parabole 
che osculano un' ipocicloide tricuspide son tutte tangenti al circolo direttore. 

e) Invece per (l> = 0, siccome allora e? si riduce a — (^p' + Pi*)» 1® ^'^'^^ 
mole (16) diventano 



cioè 



e se ne trae, eliminando p, 

s = -- 



, 3 /p\» ,1 p p'rfp 



-4^ 



dp 



»/(|)-> 



Dunque le direttrici delle parabole che osculano un^iperbole equilatera toc* 

cano una spirale sinusoide d^ indice — ---, 

o 

d) Cercare il luogo dei fuochi delle parabole osculatrici ad una data 
curva. Se sì osserva (III, 9, a) che il fuoco è simmetrico, rispetto alla tangente, 
della projezione di M sulla direttrice, si trova che le sue coordinate sono 

^=__ìp!pi_ „_ 9p' . 

2(9p«+p,') ' ^~2(9p«+p.*) ' 
quindi 



s\t 



di 2(9p» -(- p,')» di (9p« + p,*) 

Queste formolo ci dicono che la normale al luogo dei fuochi divide MC nel rap- 
porto di 1 a 3, e che la tangente divide per metà il segmento determinato dalla 
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direttrice sulla tangente a (M), a partire da M. Poi si ottiene 



i = 2(|-l) . 4=2(3^-5). 



Per esempio, se 9«* + p'=co«to«tó, si ha s=2s^pz=i*/^p^9s +25p' =iCos fante ^ 
Dunque 1 fuochi delle parabole osculatrici d'una tpocicloide tricuspide appar- 
tengono ad un'epicicloide che ha le stesse cuspidi. Similmente, se fe=0, le 
ultime formolo danno «'=V«*» p' = VioP» ®^ ^ facile dedurne che le parabole 
osculatrici d'una iperbole equilatera hanno i fuochi su curve definite dall'in- 

— , — ). Finalmente ogni curva della famiglia definita dall' znva^ 
25 3 / 

riante 5[ ) ha i fuochi delle sue paràbole osculatrici in linea retta, 

e) Determinare il luogo dei centri 'delle iperboli equilatere osculatrici 
ad una data curva. Per fè=0 le (15) danno 

3pV, 9p» . 

poi si trova 

^x (9p* — p,*)fè Sy 6fèpp, 



d,-(9p« + p^«)« ' ds I9p^ + P,*)'* 

e 86 ne deduce 

In particolare, se ^s^ -{- p^ =l costante ^ è «'=:55,p'== 77*»9«'*+49p'*= co- 
stante, e però i centri delle iperboli equilatere osculatrici d'una ipocicloide 
tricuspide appartengono ad un'epicicloide stellata, che ha le stesse cuspidi. 

Finalmente le curve osculate da iperboli equilatere, che hanno i centri in li- 

/3 1\ 
nea retta^ son quelle della famiglia caratterizzata dall'invariante 5(^,^1. 

f) I calcoli precedenti si possono eseguire in modo più generale sulle 
curve definite dalFinvariante C. Così dalle (13) si deduce 

^co_ {ri+\)Cp, ^y_ (^-l)Cp^ ^^^^ 



t 



ds F^ ' ds .P 

e si vede subito che la tangente al luogo dei centri dei circoli direttori passa 
per M. La curva che prende il posto deiripociclolde tricuspide ò sempre unMpo- 
cicloide (»<C0) un'epicicloide (n>0) rappresentata dall'equazione 

(n-l)V + (n + l)V=a* . (18) 

Per essa si ha 

2«(n-l)' „_ (2n-l)(n-l)« „, 4«(2n-l) ( n-iy 

(„4-l)» " • "■- (n + 1)» ' (w+l)" 

Quando £[=0, le (17) conducono alle forinole 

1_P_ p _n— IF 

x~H ' p'-n+lH 



- H 
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mercò le quali si determina il luogo dei poli delle spif^ali sinusoidi^ d* indi* 
co n, che oscalano una data curva ; e se questa è la (18), si trova una curva 

analoga, corrispondente al valore 2 di n. 



V. LE RULLETTE. 



1. Quando una curva (Mq) va rotolando, senza strisciare, sopra una 
curva (M), fissa nel piano, si dice che (M^) si sviluppa su (M), le curve 
descritte dai punti rigidamente legati alla curva mobile si chiamano rul- 
ìette^ e la curva fissa è la base delle ruUette stesse. Col nome di ruUetta 
non s'intende designare una curva speciale (giacchèi scegliendo convenien- 
temente (M) ed (Mo), ogni curva è rulletta) ma si vuole soltanto richia- 
mare r attenzione sopra un modo di generare la curva che si considera. 
Alle proprietà di cui godono le rullette si può spesso pervenire mercè con- 
siderazioni geometriche o cinematiche semplici ed eleganti , le quali tut- 
tavia son prive di quel carattere di uniformità analitica che distingue i 
procedimenti intrinseci , e li rende cosi adatti alle ricerche di Geometria 
infinitesimale. Bispetto alla tangente ed alla normale che la curva mobile 
la curva fissa hanno comuni nel punto di contatto M, le coordinate x ed 
y d'un punto P, rigidamente legato alla curva mobile, debbono soddisfare 
alle condizioni d'immobilità 

— = i^ — 1 ^=:— — (1) 

^^0 Po ' ^^0 Po ' 

D*altra parte, le variazioni che le coordinate stesse subiscono nel piano fisso 
son date (II, 1) dalle formolo 

purché s' in verta il senso della direzione della normale alla sola curva fissa; 
e poiché, in virtù della definizione, è t7^=c&o» ^^ formolo (2) diventano, 

mercè le (1), 

Bx y dy X 

dove si è posto 

Dunque, dividendo Tuna per Taltra le (3), si vede che l'inclinazione della 
tangente a (P) sulla tangente ad (M) è data dalla formola tg^ = — x:y, vale 
a dire che, se r e 6 sono le coordinate polari di P, è ^==6-1- V»"i cioè la 

9 



normale a (P), in P, passa per M. Inoltre dalle stesse (3) si deduce cbe il 
rapporto dell'arco elementare di (P) a quello di (M) è x = r:R, cioè si La 



-/, 



«'=J ^^^ • (5) 



È anche noto (II, 4) che, fissate le direzioni positive della tangente e della 
normale a (P) in modo che possano, ruotando insieme, coincidere con quelle 
relative ad (M), si ha 

p p cls 
Intanto, per T immobilità di P nel piano di (Mq), è soddisfatta la condizione 

d^_cfe _ l sen0 
ds'~'dsQ~^ Po r 

Dunque 

X 1 senG 

cioè 

p 7' r^ 

Se si esprimono i secondi membri di (5) e di (6) in funzione di ^o (o di ^), 
Teliminazione di questa variabile conduce, in ogni caso, airequazione intrin- 
seca della ruUetta. 

« 

2. Anche la formola (6) è suscettibile d'una semplicissima interpreta- 
zione geometrica. Se C,Co,C' sono i centri di curvatura delle linee (M),(Mo), 

(P), e se si projetta C su PM, in L, e si chiama Q quel pun- 
to di PCo, che sta sulla perpendicolare elevata per M a PM, 
il punto C appartiene a QC. Infatti, se N è il punto d' in- 
contro di QC con PM , la trasversale PQGq nel triangolo 
CMN dà 

PN CCo QN p + po MN p PN — r r PN— r 




PM MCo QC Po ML gì psenO gì y 

d'onde successivamente si trae 

PN r' r' 

PN^ =rp'=PC' , 



PN-r 9ly ' r^-Sly 

cioè N è appunto C. Dunque per costruire C basta tracciare la retta PC^ 
fino all'incontro con la perpendicolare elevata per M a PM, e congiungere a 
C il punto così ottenuto : tale congiungente incontra PM in C. 

3. Applicazioni: a) Una circonferenza di raggio r. si sviluppa sopra un'altra 
che ha il raggio R: qua!' è la rulleita generata da uìi punto P della circonfe- 
renza del primo circolo? Nelle formolo precedenti bisogna supporre 

s 
p=R , po=«' , ^ = ^ » r = 2r.sen6 . 
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se gli archi della rulletta si contano, in senso inverso, a partire dal punto in cui 
la normale è anche normale alla base (6r= Vt'^)» l^ formole (5) e (6) danno 



4t.» 



s = 



91 



cos6 



4r,' 



senO 



e dalla (4) si ha 



Dunque, se si pone 



Sì = 



R 



rT 



_ R + 2r 



ar= — = 4-(R + r.) 
91 R"^ ^ ^ 



b:i= 



4t.' 



2r 



SI 



= 4r. 



R + r 
R + 2t 



l'equazione della rulletta è 



^ + ^T. = l 



a 



6« 



(7) 





Inversamente, data questa equazione, se a e ^ sono le radici positive di a* e &', 

si ha 

«5' 1 a5 

Dunque ogni linea (7) si può in due modi considerare come generata da un punto 
d'una circonferenza che si sviluppa sulla circonferenza direttrice. In particolare, 
se una circonferenza si sviluppa sopita una retta, ogni suo punto descrive una 
cicloide. Se «'>&', uno dei valori di i^ è positivo, come R, Taltro è negativo, ma 
in valore assoluto supera R, dimodoché la cir- 
conferenza mobile è sempre esterna alla base. 
Invece per a' <ò* 1 due valori di ^ hanno lo 
stesso segno, opposto a quello di R, ed in va- 
lore assoluto sono inferiori ad R. In questo 
caso ì circoli mobili sono interni al circolo 
fisso, ed in tutti i casi la somma algebrica dei 
due valori di i:» è — R. Adunque si ha un'/po- 
cìcloide xxri* epicicloide secondo che il circolo generatore si muove interna-' 
mente o esternarnente alla circonferenza direttrice. 

b) Ài risultati precedenti si giunge anche con grande facilità utilizzando la 
costruzione data nel § 2. Da tale costruzione risulta subito che il centro di cur» 
vaiura della rulletta (P) si trova su quel diametro del circolo 
fisso, che passa nel punto diametralmente opposto a P sulla cir- 
conferenza mobile. Ciò premesso, sia Q il detto punto, ed N il se- 
condo punto d'incontro della normale PM con la direttrice. È fa- 
cile dimostrare che CN è parallela a PQ. Ora, se si projetta dal 
punto C sulla normale la quaterna armonica PCgQoo , si ottiene 
PMC'N. Dunque C è conjugato armonico di P rispetto ad MN. Ne 
segue che il centro di curvatura di (P) appartiene alla polare 
di P rispetto al circolo direttore. D'altra parte è noto (III^ 16, e) che questa 
proprietà caratterizza le linee cicloidali. Data una siffatta linea mediante l'equa- 
zione (7), si calcolano R ed ^ ricordando che le coordinate del centro del circolo 
direttore sono 




5«5 



x = 



a^ — b^ 






«'p 



V' 



(8) 
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ed osservando che la prima deve nelle cuspidi (p=:0,9=±a) prendere il valore 
±R, e la seconda il valore R-f-2t' nell'origine (5=0,p=it:6), dinaodochè si ha 
s abito 

R=-i — j-, , R + 2,^=±-^ — -5 . 
or — 6* a* — b* 

e) Ora svllappiamo una linea cicloidale sopra una retta, e cerchiamo la 
rulletta generata dal centro del circolo direttore. Dalla (4), poiché p è infinita), 
si ha Sì = Pq , e dalle (8), applicate alla curva (M^), 



poi la formola (6) diventa 

7"^ (a*— ^^V "^(a^ — h^fr^ ' ^'° ^""R» 
Similmente la (5) dà 

J ^/(r*— R')(a»R*— 6V) ' 
qaindì, eliminando r fra le ultime dae formole, 

dp 



'■=^f 



K('-^(0')((0'->) 



Dunque (III, 7) la rulletta cercata è una conica, che ha gli assi proporzionali ad a 
e 6, ed il parametro uguale al raggio del circolo direttore. In particolare, quando 
una pseudocicloide (I, 8, d) si sviluppa sopra una retta, il suo polo descrive 
un'iperbole equilatera. Un altro caso particolare si ottiene osservando che Tequa- 
zione (7) si cambia nella nota equazione della sviluppante d'un circolo di raggio R 
quando, trasportata Torigine in una cuspide, e moltiplicati s e p per b, si fanno 
crescere a e b all'infinito in modo che il rapporto di b'^ ad a tenda ad R. In queste 
condizioni l'ultima equazione intrinseca tende a rappresentare una parabola, e 
però, se la sviluppante d'un circolo si sviluppa sopra una retta, il centro del 
circolo descrive una parabola. 

d) Per una spirale sinusoide d'indice n è noto (III, form. 28) che le coor- 
dinate del polo soddisfano alla condizione r'=(n4- l)poy? © però, supponendo p 
infinito, dimodoché Sì = p^, la formola (0) dà 

Dunque il raggio di curvatura della rulletta descritta dal polo è proporzionale al 
segmento di normale compreso fra la rulletta e la sua base. D'altra parte si sa 
(III, 18) che questa proprietà caratterizza le curve di Ribaucour, il cui indice n h 
legato ad n dalla relazione 

2 w + 1 . , « - 1 

cioè n = 



w'+ In « -f- 1 

Si trova cosi il seguente teorema di Bonnet: se una spirale sinusoide d'indie 



n sì sviluppa sopra una retta, ti suo polo descrive una curva di Ribaucour di 

n _> 1 11 

indice — -- . Per esempio, facendo successivamente n = 0, — — , —, ecc., si 
w-[-l 2 2 

vede che, se una spirale logaritmica si sviluppa sopra una retta, il suo polo de- 
scrive una retta; se una parabola si sviluppa sopra una retta, il suo fuoco de- 
scrive una catenaria; se una cardioide si sviluppa sopra una retta, la sua cuspide 
si muove parallelamente ad un'asteroide; ecc. Il teorema di Bonnet si può anche 
dedurre dalla costruzione data nel § 2, in virtù della quale la retta PC^ passa nel 
punto d'incontro delle perpendicolari alla base ed a PM, condotte per C e per M. 
Infatti, se N è la projezione di Cq su PM, si ha, per la definizione delle spirali si- 
nusoidi, 

PN PCo PM „ j PM n n + 1 , n — 1 

^ = NM = QCo = Ma ' '^''^' P(? = M^=-2- '' ^=M^1' 

e Tultima proporzione definisce appunto le curve di Ribaucour d'indice n\ 

e) Su quale curva bisogna sviluppare una spirale sinusoide perchè il suo 
polo descriva una retta? In questo caso è p che dev'essere infinito, e però occorro 
che si abbia 

r» = S{y = (n-f-l)Poy , d'onde 9ìì = '- —r-^9 • 



Dunque, se 

s 








n+1 



è l'equazione della spirale, quella della base incognita è 

à9 

n — ' 



"-./ 




Ora si noti che questa è l'equazione-d'una curva di Ribaucour, il cui indice n è 
legato ad n dalla relazione 

n -f- 1 H 

- — = , cioè n' = 2n — 1 . 

n — 1 n — 1 

Dunque ìa linea sulla quale si deve sviluppare una spirale sinusoide, d' indice 
n, affinchè il polo descriva una retta, è una curva di Ribaucour d'indice 2n — 1. 
Bisogna tuttavia aver cura di disporre le due curve in modo che siano a conves- 
sità opposte solo per n compreso fra — l e 0, altrimenti si ha 

n ^ w + 1 , 2n + l 

2n — 1 

ed il polo descrive una linea di Ribaucour d' indice . 

* 2n -f- 1 

f) Nello sviluppo d'una conica sopra una retta i fuochi generano curve 
importanti, alle quali si è dato il nome di curve di Delaunaij. S\ è visto al- 
trove (IH, 8) che le coordinato r e 6 d'un fuoco soddisfano alle relazioni 

r(2a — r) — r?poSen6 , ^p^sen^O — ^^^ . (9) 
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In virtù della prima la formdla (6) dà 

1 _ 1 PoSenO _ 1 2a — r_ 1 1 
p r r' r ar a r 

Intanto dall'equazione intrinseca delle coniche si ha 



(10) 



ds^=z 



abcìp^ 



V(a'- 



% 



3K (a'-(a5por)((a*p,)'-i') 



e Po si può esprimere in funzione di r eliminando 6 fra le (9). Si trova (aòpo/ — 
r(2a — r); poi la formola (5) dà 



,'^ P ^^^^' , (11) 



chiamando k Teccentricità. L'eliminazione di r fra (10) ed (11) conduce all'equa- 
zione 

abdp 



J (p- 



1 



(12) 



dalla quale si trae, integrando, Vequazione intrinseca delle curve di Deìaunay. 

l + A*— 2Acos — 
P' = a : tA ' (13) 



k 



(a-cos^) 



Si hanno curve di due tipi ben distinti secondo che il numero positivo k è minore 
o maggiore di 1, cioè secondo che la conica generatrice è un'ellisse o un'iperbole. 
Le curve del primo tipo si chiamano anche catenarie ellittiche^ quelle del secon- 
do catenarie iperboliche. Il caso di Az=: l (parabola) è stato già considerato nelle 
penultime applicazioni, e del resto la stessa (10) dà, per a infinito, p' = — r, pro- 
prietà caratteristica della catenaria. Dunque la catenaria propriamente detta si 
presenta come curva limite di separazione fra le catenarie ellittiche e le iperboli- 
che. La più importante proprietà, che sarà utilizzata in seguito, è data dalla for- 
mola (10). Si noti che se, in questa formola, p' ed r vengono aumentati di a, si 
ottiene rp^^a"^^ proprietà caratteristica di curve studiate (II, 7, m) preceden- 
temente. Allo stesso risultato si perviene anche osservando che le parallele alla 
curva (12) sono rappresentate (II, 8) dall'equazione 

ahpdp 



=/, 



(.9 + c){p-^c — 2a) Vk\p 4- e - «)» — «« 
che per c=a diventa 



=w 



l+(l-^^)tg^-- . (14) 



Inoltre per c=2« si ricade sull'equazione (12), vale a dire che ogni curva di 
Deìaunay è paì^allela ad una curva eguale, 

g) Le curve di Delaun»y si discutono assai facilmente (quando non si vo- 
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glia fare uso del loro stesso modo di generazione) avvalendosi delle formolo (9), 
(10) e (13), dalle quali si trae 



hsen 



cote=: 



5 



a 



1 — k cos 



y=ay 



s 



1 + A' — 2Acos— , 

a 



(15) 



a 



avvertendo che nella seconda forinola il radicale va preso sempre positivamente. 
La tangente diventa parallela alla retta fissa quando si annulla coi 6, cioè per 
5' = 0,±'jra,±2«a,... Ciò avviene dunque su due parallele alla retta stessa, 
fra le quali è compresa T intera curva, giac- 
ché la seconda formola (15) mostra che, per 

r 
g 

COS — =±1 , y raggiunge rispettivamente il 
a 

minimo o il massimo valore: il valore massimo 
è (1 + A)a, il minimo è (1 — k)a o {k — l)a 
secondo che A<^1 o k^l. Nella prima serie 
di punti la formola (13) dà per p' il valore e- 

stremo a r-, negativo o positivo, e nella se- 

^ a 

conda l'altro valore estremo «+-ir » sempre 



positivo. Si vede che solo per A < 1 la curva- 
tura cambia segno, e ciò accade quando p di- 




k<i 



,^m 


_./ 


'C 


!!j)^/ 




"M 




W\ 


V 


^2-'^ \ 




wli. jf 


^ 


"?^ 


V. 


"*-■•. 



\>\ 



venta infinito, cioè, in virtù di (13), per cos — =/f. Dalle (15) si vede che cosO 

raggiunge allora il valore A, massimo, e che y prende il valore a\/\ — k}. Dun- 
que la curva s'inflette infinite volte alla distanza a J/l — A* dalla retta fissa, e 
questa determina segmenti uguali ad a su tutte le normali infiessionali, come ri- 
sulta anche dalla (10), che dà r=:fl per p'=:oo. È poi chiaro che ogni normale 
infiessionale è tale anche per tutte le parallele alla curva, d'onde segue, in parti- 
colare, che i punti d'incontro delle predette normali con la retta fissa sono i punti 
d'inflessione di quella curva (14) che, come si è visto, è parallela alla curva con- 
siderata e ad un'altra curva eguale. Come le due curve siano parallele ed uguali 
è facile spiegarsi immaginando due ellissi uguali che si sviluppano sopra una 
retta mantenendosi simmetriche rispetto ad essa: un fuoco d'una ellisse ed il fuoco 
opposto dell'altra restano costantemente allineati col punto di contatto, in virtù di 
una nota proprietà (III, 8) delle ellissi, e generano così due curve di Delaunay , 
uguali e parallele. Ben diverso è l'aspetto delle nostre curve quando A>1. Allora 
p' è sempre positivo, mentre, invece, cotO può crescere indefinitamente, cioè la 
curva non s'inflette mai, e la tangente può diventare perpendicolare alla retta 

fissa: ciò avviene per cos — =-;-» ^©1 Q^al caso si ha y=:a)/A* — 1 dalla se- 
conda formola (15). Dunque la parallela condotta alla retta fissa, alla distanza 
a Yh} — 1 , incontra ortogonalmente la curva in infiniti punti, ed è chiaro che 
sulla parallela stessa debbono cadere le infinite cuspidi di quella curva (14) che 
fa parte del sistema di linee parallele alla curva considerata. 



4. Circolo d'inflessione. La formola (6) mostra che p è infinito per 
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tutti i punti soddisfacenti all'eguaglianza r=^senB: questa definisce una 
circonferenza, clie si dice d' inflessione. Adunque la circonferenza d'infles- 
sione è ti luogo dei punti che, in un dato istante, sono punti d'inflessione 
sulle loro trajettorie. Se si porta sulla normale ad (MJ il segmento MH= 31, 
il circolo d'inflessione è descritto sul diametro MH, e però, in virtù di (4), è 
simile, rispetto a Cq, al circolo descritto sul diametro MG. È chiaro che nel 
punto H concorrono^ ad ogni istante, le tangenti inflessionali. Si noti, in par- 
ticolare, che ogni punto ^nobile lungo una retta deve costantemente apparie- 
nere alla circonferenza d'inflessione, e la retta percorsa dal punto deve co- 
stantemente passare per H. Inversamente, se nello sviluppo d'una curva 
sopra una base qualunque, un punto, rigidamente legato alla curva mobile, 
non cessa di trovarsi, ad ogni istante, sulla circonferenza d'inflessione, la sua 
trajettoria è rettilinea, giacché l'equazione p'=oo definisce la retta. Quanto 
alle cuspidi delle infinite trajettorie, dalla (6) si vede che p non può, in ge- 
nerale, annullarsi senza che si annulli r. É dunque sulla base che cadono le 
cuspidi delle rullette. Eccezionalmente se ne possono presentare in tutto il 
piano: ciò avviene quando Si è infinito, cioè per Po= — p. Allora si ha pure 
x = 0, vale a dire che, quando la curva mòbile oscula la curva fissa, i punti 
rigidamente legati alla prima restano per un istante come immobili, ed in 
essi le loro trajettorie subiscono un regresso. Invece, quando SI si annulla, 
cioè quando nel punto di contatto capita una cuspide dell'una o dell'altra 
curva, si ha x=^oo,p'=r vale a dire che il punto di contatto sembra immo- 
bile rispetto a tutti i punti del piano, ed è centro di curvatura di tutte le 
loro trajettorie. 

5. Teoremi di Steiner e di Habich. Per le rullette a base ret- 
tilinea le formole (5) e (G) diventano 



■■=r- 

U Po 



1 1 PnSenO 

ds^ , -r = -— ,— 

p r r* 



D'altra parte i valori di 5 e di p, relativi alla pedale di (Mp) rispetto al 
punto P, son dati (II, 7, dalle formole 



Dunque 



U Po 



1 2 p^senO 

p 7' ?•' 



s =s 



-i-1 — i. 
p p r 

Nella prima eguaglianza sta il teorema di Steiner: ogni arco di rullctia 
a base rettilinea è uguale al corrispondente arco della pedale della curva 
mobile rispetto al punto generatore. La seconda eguaglianza conduce al 
teorema di Habich. Sevi si cambia il segno di p', per conformarsi alle 
convenzioni fatte nel § 1, si riconosce che, nello sviluppo della pedale di 
(Mo) rispetto a P, su (P), il diametro del circolo d'inflessione è appunto r. 
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Intanto le coordinate di P rispetto alla pedale sono r''=2^,0"=0, e sod- 
disfano all'eguaglianza r"=rsenO", vale a dire che il punto P appartiene 
costantemente alla circonferenza d'inflessione. Dunque, se nello sviluppo 
d'una curva sopra una retta, un punto P, fisso nel piano della curva, de- 
scrive la rulletta (P), la pedale della prima curva rispetto a P, sviluppan- 
dosi su (P), farà descrivere a P una retta. 

6. Esempii: aj Sala curva (M^) è una spirale sinusoide d'indice n\si sa(§ 3,cf) 

n — 1 

che la rulletta (P) descritta dal polo è una curva di Ribaucour d'indice , , , , e 

^ ' n +1 

d*altra parte ò noto (III, 21, a) che la pedale di (Mq) rispetto a P è un'altra spirale 

n 
d'indice , , , . Si viene così a dimostrare per altra via (cfr. 3, e) che, se una spi- 

n+l vi 

rale sinusoide d'indice-; — r = n si sviluppa sopra una curva di Ribaucour d'in- 

n' — 1 n-\-\ 

dice =:2n — 1, il polo della spirale descrive una retta. 

w — |- 1 

b) Se (MJ ò una conica, la rulletta (P) generata da un fuoco è una curva 
di Delaunaj, e si sa (III, 8) che la pedale della conica rispetto a P è la circonfe- 
renza descritta sull'asse focale come diametro. Si noti che, inversamente, ogni cir- 
colo, comunque si fissi nel suo piano il punto P, ò pedale d'una ben determinata 
conica, che ha un fuoco in P. Adunque la linea sulla quale bisogna sviluppare 
un circolo, affinchè un punto dato nel suo piano percorra una retta, è una 
curva di Delaunay, 

7. Quando P non è fisso nel piano di (Mo) , bisogna prima di tutto cono- 
scere la traiettoria che va descrivendo nel piano stesso, e la posizione che vi 
occupa ad ogni istante. AH' uopo basta darsi il raggio di curvatura p" della 
trajettoria ed il rapporto x^ del suo arco elementare a quello di (M^), le quali 
quantità si debbono per conseguenza considerare come funzioni note di s^. 
Vogliamo limitarci a studiare il caso più semplice d'una trajettoria costan- 
temente ortogonale ai raggi PM, condizione questa che deve apportare un 
vincolo fra x^ e p '. Per abbreviare alquanto i calcoli consideriamo le posizioni 
M' e F di M e P, nel piano fisso, dopo uno sviluppo infinitesimo di (Mo) su 
(M), diguisachè MM'=efe,PF=x(Ì5. Le rette PM e FM' concorrono nel cen- 
tro di curvatura C della trajettoria di P nel piano fisso, ed è chiaro che si ha 

PF MM' ^ X seno 

— r = i'SenO • cioè — = . 

PC MC • p p-^r 

Il ragionamento vale anche nel caso che lo spostamento di P si consideri nel 

piano mobile, e però 

p'senO p"sen6 

X = — j Xo = -;; . (lo) 

p — r p — r ' 

Ciò premesso, siccome le variazioni delle coordinate di P nel piano mobile 
sono i prodotti dell'arco elementare %^ds^ per senO e — cosO, si ha 

5flj y dy a 

10 



dx 
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poi, portando questi valori nelle forinole fondamentali, relative alla curva 
mobile, se ne ricava 

quindi le forinole relative alla curva fissa diventano 

Dunque, anche nel caso attuale, la normale alla ruUetta passa nel punto i- 
stantaneo di contatto, cioè le due trajettorie di P sono fra loro tangenti Si 
vede inoltre dalle ultime formolo che il rapporto dell'arco elementare della 
rulletta a quello della base è 

x = x. + | • (^"^^ 

Data la funzione x^, la formola (17) farà conoscere Tarco della rulletta, e 
la prima delle (16) permetterà poi di calcolarne la curvatura. 

8. IForxnola di Savary. Se in (17) si pongono per x e x^ i valori 
(16), si ottiene 

È questa l'importante formola di Savary, che per p"=0 si riduce alla (6), 
e si può sempre sostituire alla prima formola (16) per la determinazione di 
p', giacché, data x^, la funzione p*Q anche nota mediante la seconda formola 
(16). Geometricamente interpretata, la formola di Savary permette di co- 
struire il centro di curvatura C della rulletta, supponendo conosciuto il cen- 
tro di curvatura C" della trajettoria del punto generatore nel piano mobile. 
Essa ci dice infatti che le perpendicolari a PM ed alla tangente a (M), in M, 
condotte rispettivamente per M e per C, concorrono su HC". Si può fare 
a meno di H osservando che le rette CC e CoC" concorrono sulla perpendi- 
colare a PM, condotta per M. Si ritrova così, per C" coincidente con P, la 
costruzione segnalata nel § 2. 

9. Inviluppi. Quando (M^) si sviluppa su (M), ogni linea fissa nel piano 
di (Mo) inviluppa (II, 5) una certa linea (P). Ciascun punto P si può riguar- 
dare come punto comune a due posizioni infinitamente vicine della linea con- 
siderata, cioè come fisso nel piano della curva (Mq), mentre questa si sviluppa 
infinitamente poco su (M). Dunque (§ 1) la normale all'inviluppo, trajettoria 
di P nel piano fisso, passa per M, cioè la linea considerata tocca il suo invi- 
luppo al piede delle perpendicolari che le si abbassano daM. Intanto si viene 
cosi a realizzare l'ipotesi del § 7, cioè il punto P si muove ortogonalmente a 
PM anche nel piano di (M^). Dunque, trovate le coordinate r e 6 di P, proje- 
zione ortogonale dell' origine M sulla linea che si considera, basterà sosti- 
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tuirle nelle forinole (16) e (17) per giungere in ogni caso BÌVequajSfione intrin^ 
seca dell'inviluppo. Si applichi finalmente la formola di Savary a quel punto 
C", rigidamente legato ad (M^), che in un dato istante coincide col centro di 
curvatura della linea mobile, nel punto in cui questa tocca il suo inviluppo. 
Se p" è il raggio di curvatura della trajettoria di C", bisognerà porre p" e 
al posto di p e p" in (18), ed r—p" invece di r. Con ciò si riesce solo a cam- 
biare p' in p'-\-p"\ Dunque p^p'-^-p", cioè il centro di curvatura della tra- 
jettoria del punto considerato coincide col centro di curvatura delVinvi- 
héppo della linea mobile. 

10. Per applicare alla retta le formolo precedenti si deve supporre 
p"=oo . In questa ipotesi la seconda formola (16) dà x^=sen6 ; poi la (17) fa 
conos cere x, e dalla (18) si ricava p. Sì ottiene così 

s= t Uenb'\-^ds , p'=r+ Sisen 6 , (19) 

dove r e 6 sono le coordinate della projezione P di M sulla retta conside- 
rata. Siccome questa è data, nel piano di (Mq), r e 6 si potranno esprimere 
in funzione di ^o <) <1^ ^) P^ì dall'eliminazione di s fra le (19) risulterà Tequa- 
zione intrinseca della rulletta (P). 

11. Applicazione. Se una curva di Ribaucour d'indice n si sviluppa sopra una 
retta, la sua direttrice, che stacca dalla normale un segmento Vt(^-{'l)Po ^ partire 
da M, tocca il suo inviluppo nel piede P della perpendicolare che le si abbassa da 
M, e però si ha r=Y,(n-|-l)pQ8en6. Portando questo valore nella seconda formola 
(19), in cui è Si = p^, si trova 

, w + 3 2r ^ , n — 1 

p= — — -r=-— — - , dove n = — — - , 
'^ n + ì w +1 n + 3 

e si perviene così al seguente teorema dì Dubois: quando una curva di Ribau- 
cour , d'indice n , si sviluppa sopra una retta, la sua direttrice inviluppa una 

curva di Ribaucour d'indice — -—. Per esempio, se si fa w = l,0, — 2, ecc., si 

n-f3 

trova che, quando un circolo sì sviluppa sopra una retta, ogni suo diametro invi- 
luppa una cicloide; la direttrice d'una cicloide, che si sviluppa sopra una retta, si 
mantiene parallela alle tangenti di un'asteroide; la direttrice d'una parabola, che 
si sviluppa sopra una retta, si mantiene tangente ad una catenaria; ecc. 

12. Circolo di regresso. La seconda formola (19) mostra che si ha 
p'=0 quando r= — ^sen6, cioè quando P appartiene alla circonferenza sim- 
metrica della circonferenza d'inflessione (§ 4) rispetto alla tangente ad (M), 
in M. Tale circonferenza si dice di regresso, perchè è il luogo delle cuspidi che 
si presentano, in un dato istante, sulle ruUette generate (tangenzialmente) 
dalle rette del piano di (M^). Si noti che nel punto H', simmetrico di H ri- 
spetto ad M, concorrono tutte le tangenti cuspidali. Ne segue che se una 
retta, fissa nel piano di (MJ, passa costantemente per H', essa contiene un 
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punto fisso del piano di (M), punto comune a tutte le circonferenze di re- 
gresso. Infatti , il secondo punto d' incontro P della retta con la circonfe- 
renza di regresso è anche il punto di contatto della retta col suo inviluppo, 
e poiché in P si ha costantemente p'=0, vuol dire che l'inviluppo si riduce 
alFunico punto P. È poi utile osservare che nello sviluppo inverso di (M) sa 
(M^) i circoli di regresso e d'inflessione si scambiano fra loro. Ora, se nelh 
sviluppo di (Mo) su (M) un punto P, fisso nel piano di (MJ, descrive una 
retta j siccome questa deve (§ 4) passare per H, che nello sviluppo inverso 
prende il posto di H' , è chiaro che nello sviluppo di (M) su (Mo) la retta 
considerata ruoterà intorno a P. 

13. Esempii: a) Si ò visto (§ 3, e) che se una spirale sinusoide, d'indice n', si 
sviluppa sopra una curva di Ribaucour, d'indice n = 2n — 1, il polo della spirale 
si sposta lungo la direttrice della base. Ne segue subito, che se una curva di Ri- 
baucour, d* indice n, si sviluppa sopra una spirale sinusoide, d' ìndice 7, (n-{-l), 
la sua direttrice ruota intorno al polo della spirale. Per esempio, se una retta 
si sviluppa sopra una catenaria, un punto del suo piano si muove in linea retta, e 
nello sviluppo inverso la direttrice della catenaria passa per un punto fìsso; se una 
cardioide si sviluppa sopra una cicloide convenientemente scelta, la sua cuspide 
percorre la direttrice della cicloide, e nello sviluppo inverso questa retta non cessa 
di passare per la cuspide della cardioide; la curva su cui si deve sviluppare la se- 
conda pedale d'un circolo rispetto ad un punto del suo piano, affinchè questo punto 
descrìva una retta, è parallela ad un'asteroide, e nello sviluppo inverso la retta 
ruoterà intorno al punto. 

b) Più generalmente, utilizzando il teorema (§ 5) di Habich, possiamo af- 
fermare che la linea su cui si deve sviluppare una curva, generata da un punto 
P nello sviluppo di un'altra curva sopra una retta, affinché questa retta invi' 
luppi un punto, é la pedale della seconda curva rispetto a P. Così, per esempio, 
supponendo che la seconda curva sia una conica, con un fuoco in P, si trova {cfr, 
6, b) che, se una curva di Delaunay si sviluppa sopra un circolo conveniente- 
mente scelto, la sua base ruota intorno ad un punto fisso. 

14. Segnaliamo, per finire, l' utilità che ha per noi, in queste lezioni, la 
teoria delle rullette , in quanto ci fornisce modi di generazione dì talune 
curve, che fin qui ci erano note solo per la loro equazione intrinseca. Per e- 
sempio, noi possiamo ora renderci conto più esattamente della forma delle 
curve di Ribaucour, definite dagli indici 3 e —5, e notate precedentemente 
(III, 17) per la rassomiglianza delle loro equazioni intrinseche 

con quelle della lemniscata e dell'iperbole equilatera. Ora possiamo dire 
che la prima curva à il luogo del centro di un' iperbole equilatera, che si svi- 
luppa sopra una retta, o l'inviluppo della direttrice di una catenaria che si 




-77- 

SYiluppa (esternamente) sopra una catenaria eguale; ed è ancbe la curva 
sulla quale deve una lemniscata svilupparsi affinchè il suo centro percorra 
una retta. Similmente la seconda equazione rappresenta la curva sulla quale 
si deve sviluppare un'iperbole equilatera perchè il suo centro descriva una 
retta. Inversamente, quando le due curve si sviluppano rispettivamente so- 
pra una lemniscata ed un'iperbole equilatera, le loro direttrici ruotano in- 
torno a punti fissi. 



VI. I BARICENTRI. 



1. Ai punti Mj(«=l,2,3,..) definiti in un piano dalle coordinate ;r,-,^p 
relative ad una coppia qualunque di assi, si attribuiscano coefficienti fx^ , che 
si chiameranno «^Ttas^e, e si consideri il punto G, definito dalle coordinate 

È chiaro che ogni trasformazione lineare, eseguita sulle coordinate dei punti 
Mj, si ripete identicamente sulle coordinate x.y^ e ciò basta per mettere in 
evidenza V unicità del punto (1), cioè per provare che questo è sempre lo 
stesso , comunque si scelgano gli assi. Il punto Q si chiama baricentro del 
dato sistema di punti o di masse. In particolare si noti che il baricentro del 
sistema di due masse p^i e fx, > deposte nei punti M, ed M,, è quel punto che 
divide MiM, nel rapporto inverso di fj.| a [i,. Il baricentro del sistema costi* 
tuito da più sistemi di punti è anche il baricentro del sistema dei baricen- 
tri , purché in ciascuno di questi s' intenda deposta una massa uguale alla 
somma delle masse del corrispondente sistema. Queste ed altre proprietà 
son facili a dedurre dalle (1). ISfoi vogliamo più specialmente considerare il 
caso di masse distribuite con continuità lungo una curva, e chiameremo {xcb 
la massa infinitesima deposta sull'arco elementare ds: basterà conoscere la 
funzione p. di s, che si chiama densità^ affinchè sia nota la legge di distri- 
buzione delle masse, e perchè sia ben determinato il baricentro di qualun-. 
que arco. Le coordinate di tale baricentro saranno date dalle formolo 

X I \ìds=z 1 iiuds , y j [ìds=: j [i.vds , (2) 

supponendo estese le integrazioni da un estremo all' altro dell' arco che si 
vuol considerare , e rappresentando con uevle coordinate dei punti della 
curva. Si fa l'ipotesi più semplice quando la densità si suppone costante; si 
ottiene allora il baricentro propriamente detto, del quale s' intenderà sem- 
pre parlare, in seguito, quando non si farà esplicitamente altra ipotesi. Se 
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invece la densità si prende uguale (o proporzionale) alla curvatura della li- 
nea, si ottiene il punto chiamato baricentro di curvatura da Steiner. 

2. Per la determinazione della doppia infinità dei baricentri di tutti gli 
archi d*una curva basta la conoscenza dei baricentri degli archi che hanno 
un dato estremo (in cui si potrà sempre porre T origine degli archi) , giac- 
che il baricentro di qualunque arco M,Mj , definito dai valori s^ ed s^ di s 
negli estremi, divide nel rapporto — s^is^ il segmento rettilineo che va dal 
baricentro di OM, a quello di OMj. Sia dunque G il baricentro d'un arco OM, 
e siano x^y le sue coordinate rispetto alla tangente ed alla normale neire- 
stremo mobile M. Nel caso attuale le (2) si riducono alla forma 



uds , sy=: I t 



sx= I uds , sy=: j vds 

dove ciascuna coppia di valori u^v soddisfa alle condizioni d'immobilità 
(II, 1), tranne quella (w=0,t;=0) che si riferisce al limite superiore degli 
integrali. Ne segue, in primo luogo, rappresentando semplicemente con p il 
valore di p in M, 



d 
ds 



I uds = — I vds — l ds , ---I vds = I uds 



cioè 



dsx sy dsy sx 

ds p ^ ds p ' 

Le coordinate di G sono determinate da queste equazioni e dalla condizione 
di annullarsi con s, giacché, ridotto l'arco all'unico punto 0, il baricentro è 
0. Le stesse (3) fanno poi conoscere con maggior precisione il modo di ten- 
dere di Q ad 0, perchè, se p non è nullo nell'origine (arbitraria) degli archi, 
si ha, in virtù del teorema di l'Hospital, 

^ co sx 1 / y \ 1 y sy \ x \ 

lim — =lim-r-=-T-lim(-^^ — 1 )= — -~ , lìm~=:lim-v= — —lira — =::— 

s s^ 2 \p J 2 ' «« s^ 3 sp 



1 

6p 



e si vede che, nel dominio di 0, l'equazione a;' + 2/'=V«py tende ad essere 
soddisfatta, cioè il baricentro tende a collocarsi sulla circonferenza die si 
ottiene riducendo ai tre quarti^ intorno ad 0, la circonferenza osculatrice. 

3. Molto utile è la conoscenza della linea baricentrica , cioè della curva 
descritta dal punto Q quando M si sposta lungo la curva data. Evidente- 
mente una curva ha infinite baricentriche , ciascuna delle quali prende ori- 
gine in un punto arbitrario della curva stessa; ed è chiaro, per le osserva- 
zioni testé fatte, non solo che ogni baricentrica tocca la curva nella corri- 
spondente origine, ma, ancora , che la sua curvatura è nel punto di contatto 
uguale ai quattro terzi di quella della curva data. Adunque ogni curva ap- 
partiene all'inviluppo delle sue baricentriche, come si vede anche piti chia- 
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ramente osservando che due baricentriche qualunque s* incontrano nel bari- 
centro dell'arco determinato dalle loro origini sulla curva data, il quale ba- 
ricentro tende a collocarsi sulla curva quando le due origini tendono a con- 
fondersi. Se la curva è chiusa, due baricentriche hanno infiniti punti comuni, 
baricentri degli infiniti archi determinati dalle origini sulla curva, e siccome 
la differenza o la somma di due siffatti archi è sempre un multiplo della lun- 
ghezza deirintera curva, si può aggiungere che l'incontro delle due baricen- 
triche avviene sopra una retta, che passa nel punto Q, baricentro dell'intera 
curva chiusa, e punto comune a tutte le baricentriche. 

4. Ora prendiamo a considerare, più generalmente, la curva descritta da 
qualunque punto P, le cui coordinate soddisfano alle (3). Le formolo fonda- 
mentali danno subito, in virtù delle (3), 

^x X Sy y 

ds s ^ ds 5 ' 

e però la tangente a (P), in F, passa per M, cioè il punto F insegue costante- 
mente M, ed il rapporto degli archi elementari delle due curve è x=r:s. Le 
coordinate r e di T soddisfano all'unica condizione d'immobilità 

d6 _ 1 senO 

come risulta subito dall'osservare che la retta MF tocca in F il suo invilup- 
po, e come, del resto, si può facilmente dedurre dalle (3). Dunque (II, 4) si 
ha, per calcolare la curvatura di (F), 

X l db senO 

y^J^ds^T' ' 

però l'equazione intrinseca di (F) risulta dall'eliminazione di s fra le ugua- 
glianze 



'Si 



5 = I — ds , p = 



r« 



«senO 

La seconda formola dà il modo di costruire il centro di curvatura di (F). Si 
porti sulla tangente ad (M), nel verso negativo, il segmento MD=s, e si pro- 
getti D, in H, sulla normale a (F): il centro di curvatura di (F) appartiene 
alla perpendicolare elevata per M ad MH. Di queste proprietà gode, in par- 
ticolare, ogni baricentrica (G), caratterizzata, fra tutte le (F), dal fatto del 
suo passaggio per 0, dove tocca (M) ed ha la curvatura 

1 .. 5senO ,. /s\\. y 4 
-r=rlim — - =lim(— lim-z-=^ . 

Lasciandosi guidare dalla prima proprietà è facile rendersi conto della for- 
ma generale delle baricentriche di qualunque curva chiusa. Nel punto Q, ba- 
ricentro dell'intera curva, la baricentrica che prende origine in passa in- 
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finite volte, tangenzialmente ad OQ, e la sua curvatura, col subire un au- 
mento costante ad ogni nuovo passaggio, finisce per oltrepassare ogni limi- 
te. La baricentrica si va dunque restringendo indefinitamente nel dominio 
di Q, suo punto assintotico, dal quale nondimeno esce una retta, OQ, che 
non incontra la curva infinite volte. Le tangenti alla baricentrica , negli in- 
finiti punti d'incontro con ogni altra retta uscente da Q, concorrono in un 
punto, e quando la retta gira intorno a Q, il punto descrive la curva chiusa 
che ammette la data baricentrica. 

5. Per la determinazione dei baricentri non è indispensabile la curva 
(G): basta conoscere una qualunque curva (F). Siano infatti 4 ed iq le coor- 
dinate di r, e si ponga 

a?==è-l-Rcos6 , y = Yi + Rs®°^ • 
Applicando le (3) ai punti F e G si ottiene 

-7- (sR cos 6) = — senO , — {sR sen6) = cosO ; 



quindi 



ds p ds p 



dsR ^ dO 1 

=0 



ds ds p 

Dalla prima eguaglianza si vede che sB dev'essere costante^ la seconda ci 
dice che la direzione PG è invariabile. Dunque, se si conosce una curva (F), 
è sufficiente un sol baricentro Gq per determinare l'intera baricentrica (G). 
Infatti , se Fo è il punto che corrisponde a Gq sulla curva (F), basta con- 
durre per ogni punto F, parallelamente a F^G^, un segmento la cui lun- 
ghezza stia a quella di F^G^^ nel rapporto inverso di ^ ad ^q. L'estremo di 
tale segmento è appunto G. In particolare si può prendere per G^ la stessa 
origine 0, senonchè allora F^ sta all'infinito, cioè (F) ha un assintoto, la 
cui direzione è quella appunto di tutti i segmenti FG ; ma della grandezza 
di questi segmenti si sa soltanto che varia, da un punto all'altro, in ragione 
inversa di 5, e per determinarla bisognerà ricordare che, mentre per M ten- 
dente ad crescono indefinitamente le distanze di M e di G a F, deve in- 
vece MG tendere a zero. 

6. Applicazioni: a) Nel caso d'un circolo {pz=:a^s'=a^) le (3), messe sotto 
la forma 

lasciano subito scorgere la soluzione ^=a, 0:9=: — a. Sebbene con un'integrazione 
facile si riesca a trovare che le coordinate di G sono 

a? = — — (1 — coscp) , y = a[\ -^) . 

9 \ 9 / 

a noi, dopo le osservazioni del § 5, basta la conoscenza del punto F, definito dalle 
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coordinate x=^ ìV^^^ì per poter determinare anche G-. Si sviluppi Tarco 

9 
OM sulla tangente in M^ e sia D il pnnto in cai viene 0. Il punto P sta airinter- 

• 

sezione delle perpendicolari condotte per M e per Q ai raggi QD e QM. Quando 9 
tende a zero, il valore assoluto di x cresce ali* infinito, e però MP tende a toccare 
il circolo. Dunque f7 baricentro dell'arco OM appartiene alla 
perpendicolare abbassata da P su OQ. Ciò basta per co- 
straire G, che per ragione di simmetria deve trovarsi anche 
sulla bisettrice dell* angolo OQM. Del resto è facile deter- 
minare la lunghezza di PG, osservando che deve variare in 
ragione inversa di 9 e che, d*altra parte, essa tende a com- 
portarsi come quella di PM, che a sua volta si comporta come 
a:9 nel domìnio di 0. Dunque PG=:a:9 = PQ, vale a dire che il baricentro ap' 
paritene anche alla circonferenza descritta dal centro P tangenzialmente al 
raggio QM. Si noti che su questa circonferenza Tarco QG ha la lunghezza costan- 
te a. Ne segue che, se una verga inestendibìle QM, infinitamente sottile, e fissata 
nel dominio di Q, si flette in forma circolare, la sua estremità mobile descrive 
quella baricentrica del circolo di centro Q, che prende origine in M. Finalmente, 
considerando i triangoli simili MOD , QGM , con lati omologhi perpendicolari, si 
vede che anche il lato OD è perpendicolare a GM, e si ò in tal modo condotti ad 
un'assai più semplice costruzione del baricentro: G appartiene alla perpendico^ 
lare abbassata da M su OD. 

bj Cerchiamo se si può soddisfare alle (3) prendendo a ed y proporzionali 
ad 5, nella quale ipotesi queste coordinate definiranno certamente il baricentro, 
perchè si annullano con s. Posto w=ias^y=ps^ le (3) danno 

-^= ^ = ^ 
s 2a + l 2p ' 

e però la curva è una spirale logaritmica. Inversamente, data una simile curva 
mediante l'equazione p=iks^ possiamo sempre ricavare a e ^ in funzione di A, 
dalle precedenti equazioni, sicuri che le (3) saranno soddisfatte per x=ots,y=^s: 
ma tale determinazione non è necessaria, perchò basta dare alle dette equazioni la 
forma 

9 _, y _ ^ 

s "'2a? + «~' 2y ' 

per riconoscere che il baricentro deirarco OM appartiene alle rette 

5X + 2py = , 2pa? — ^(y— .p)=:0 . 

Intanto è noto (I, 11, e) che la perpendicolare elevata ad OM da 0, polo della spi- 
rale, incontra in C, centro di curvatura, la normale, ed in D, alla distanza s da M, 
la tangente. Ora l'interpretazione geometrica delle ultime equazioni mostra che G 
è la proiezione di M sulla retta che congiunge C al punto medio di MD. Qui si 
osservi che G appartiene, come 0, alla circonferenza descritta sul diametro MC. 

e) Per a;=:0 le (3) diventano y = p ,---^ =0; quindi sp=^a^. Per conse-* 

ds 

guenza nel caso della clotoide il centro di curvatura è un punto P, vale a dire che 
la baricentrica relativa al punto d'infiessionesi può dedurre dalla sviluppata stessa 
della curva mercè le osservazioni del § 5. Siccome MP tende a diventare la normale 

11 
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in 0, punto d'inflessione, quando M tende ad 0, il baricentro dell'arco OM appar- 
tiene alla perpendicolare abbassata dal centro di curvatura, in M, sulla tan- 
gente inflessionale. Inoltre PG varia in ragione inversa di «, cioò proporzionalmente 
a p, e siccome MG tende a comportarsi come PM — PG nel dominio di 0, si ba ne- 
cessariamente PG=p, altrimenti MG oltrepasserebbe ogni limite invece di tendere 
a zero. Dunque il baricentro delVarco OM appartiene anche alla circonferenza 
osculatrice nelV estremo M. Ciò premesso , si sa (§ 2) che il baricentro d* un arco 
qualunque M^M^ divide nel rapporto — 5,:^^ = — Pi^Ps il segmento rettilineo che 
va dal baricentro di OM^ a quello di OM,, e poichò questi baricentri sono gli estre- 
mi di due raggi paralleli nei circoli che osculano la curva in M, ed M,, si vede che 
ogni arco di clotoide ha il baricentro in un centro di similitudine dei circoli o- 
sculatori estremi, É poi facile dimostrare che la clotoide è Tunica curva che abbia 
in linea retta il baricentro di qualunque suo arco ed i centri di curvatura negli e- 
stremi deirarco stesso. 

d) Vogliamo cercare tutte le curve, per le quali i7 baricentro d'un arco OM 
appartiene alla circonferenza osculatrice in M , ridotta o amplificata , intorno 
ad M, secondo una proporzione costante. Bisogna, in altri termini, che si possano 
trovare funzioni a? ed ^ di s, nulle per ^=0, e soddisfacenti alle (3) ed alFequa- 

zione 

x^ + y^ = (n + l)py . (4) 

Se, dopo aver moltiplicato i due membri per «', si deriva rispetto ad s, osservando 
le (3), si ottiene 

(n^l)5a; = (n + l)y§; (5) 

poi, scritta questa eguaglianza sotto la forma 

n — Id^y n-f 1 dsp 

st/ ds sp ds * 

se ne ricava, integrando^ 

(syr' (spr' = a*\ (6) 

purché n^O. Per n = l si trova, così, la clotoide, sulla quale non vogliamo qui 
ritornare. L'eliminazione di sp fra (4) e (6) dà 

(sxy + (sy)» = (» + l)a^(si,y^' , (7) 

e poichò sx ed sy sono infinitesimi con s, non può non essere n-{-l>0. Si deve 

anzi avere ;^2, cioè w^O, se non si vuole che, trascurando infinitesimi 

w + 1^ 
superiori, nel dominio di abbia luogo Teguaglianza assurda x*-^y^=0 per va- 
lori reali, non nulli, di rt; e di y. Ciò premesso, si ponga, per brevità, 



sp = aU , T = |/(n+l)r-'— 1 . 
Le formolo (6) e (7) danno 



n*\ «Ili 



syzrzaU '*"* , sx=±Ta'^t ^'^ , (8) 

e la prima di queste uguaglianze mostra che, per s tendente a zero, t tende a zero 
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o cresce indefinitamente secondo che n<l o n>l. Finalmente, soatitaendo in (5) 
i valori (8), ed integrando, si ottiene, nell'ano o neiraltro caso, 

«« = — 2-—^, a' I — o «* = 2 — 4« I — • W 

n— 1 O T n— 1 t/ '^ 

Basterebbe eliminare t fra spz=aH e Tana o Taltra eqaazione (9) per trovare Te- 
quazione intrinseca delle nostre curve. Se poi si vuole esaminare il contegno di tali 
curve nel dominio delForigine, si osservi che, qaando s tende a zero, t cresce aiFin- 

_n_ _ i 

finito come t'^\ d'onde segue che gli integrali (9) si comportano come t ^^^^ cioò, 
in virtù delle stesse (9), t tende a zero o cresce indefinitamente, nei rispettivi casi 
(n <C l,n>l), come «*''**. Dunque la curva si svolge nel dominio di come se la 
sua equazione intrinseca fosse p=zks^^^^^ vale a dire che acquista, in quel punto, 

UQ minore o un maggior contatto con la tangente, secondo che tt <-rp o n>-^. 

Per precisare meglio la sua forma bisognerebbe richiamare osservazioni precedenti 
(I, 11, 6), e si riconoscerebbe allora che in ogni caso comparisce di preferenza, in 0, 
il punto d'inflessione. Il punto assintotico è possibile solo nel caso di ii=:0, che 
verrò esaminato in ultimo, fra breve ; e l'osservazione finale del § 2 permette di as- 
serire che solo per n=-^ la curvatura può, nell'origine, avere un valore finito e 
diverso da zero. Ed effettivamente, in questo caso, la prima delle (9) dà 

d'onde si trae s* -\- d6p^= costante^ equazione (1, 8, e) d'una epicicloide bicuspide 
stellata. Finalmente, se si vuol sapere per quali curve è possibile che sia n=0, 
basterà sostituire al secondo membro di (6), che per n=0 cessa di essere arbitra- 
rio, una costante qualunque, la quale si potrà, per comodità dei calcoli, designare 
con 1 -\- Ah}, Così le formolo (4) e (6) daranno 

2Ap p 



1 + 4A» ' ' \ + Ah} ' 

poi dalla (5) si avrà, integrando, 

ùz=ihsA . 

s 

Fra queste curve ò pur la clotoide (A=0), che non può rispondere alla questione, 
perchè per essa è n = l; ma si noti che x eày debbono annullarsi con 5, per la 
qual cosa occorre e basta che si annulli p, cioè che si abbia A'=0. Dunque la pro- 
prietà osservata in fine della penultima applicazione caratterizza le spirali logarit- 
miche. 

7. La ricerea dei baricentri d'una curva è sempre riducibile a quella di 
punti fissi nel piano di un'altra curva. Infatti, se si pone 

5^ = aa?o , sy = ay^ , (10) 

ed inoltre 

s^=2as^ , sp^ap^ , (11) 
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lo (3) diventano le note condizioni 

(12) 



^0 = ^ — 1 ^0— *• 



ds^ Po dsQ Po 

che assicurano l'immobilità del punto {x^ , y^) nel piano d'una curva (M!^), la 
cui equazione intrinseca risulta dall'eliminazione di s fra le (11). Intanto 
queste (11) stabiliscono una corrispondenza fra i punti di (M) e quelli di (M^), 
mentre le (10) pongono in relazione una soluzione (x^y) delle (3) con una 
(Xq ,^o) delle (12), e però fanno corrispondere ad ogni curva (F) un certo pww/o 
del piano di (Mq). In particolare, alla baricentrica che prende origine in 
corrisponde Torigine degli archi di (M^), giacché, per le (10), con s (ed s^) 
si annullano x^ ed ^o» se a; ed y restano finiti: ciò (§ 5) accade, neirorigine, 
solo per la baricentrica. 

8. Costruzione geometrica dei baricentri. L' arbitrarietà di 
a permette di dedurre una costruzione generale dei baricentri dalle formole 
(10) ed (11). Dato a corcare il baricentro dell'arco OM, si prenda a uguale 
appunto alla lunghezza di OM, e si determini, mercè le (U), la curva (MJ. 

In virtù delle (10), se le due curve si toccano nei punti 
pO corrispondenti M ed M^, il baricentro di OM e l'origine 
di (Mq) coincidono, e la prima delle (11) ci dà So^=*/^a 
quando s = a. Basterà dunque staccare dalla (Mq) un 
arco metà di OM, a partire dall'origine, e condurlo per 
l'altro estremo a toccare in M l'arco OM: l'origine andrà a collocarsi nel 
baricentro cercato. Nella scelta del punto Mq ci può anche guidare la con- 
siderazione che il contatto dei due archi deve risultare d'un ordine supe- 
riore (IV, 1) giacché per 5 = a la seconda formola (11) dà p=Po- Final- 
mente una terza determinazione del punto Mo si deduce dall'eguaglianza 




a 

„ P V. Po ' 



per la quale si vede che, messi in contatto i due archi nel modo anzidetto, le 
loro tangenti negli altri estremi son parallele. 

9. Costruzione cinematica dei baricentri. Supponiamo che le 
curve (M) ed (M^) siano condotte a toccarsi in due punti corrispondenti, e nel 
dominio del punto di contatto si consideri un'altra coppia M',M'o di simili 
punti. Siano e C^ i centri di curvatura delle due curve, in M. Dalle (10) si 
deduce, osservando le (11) , 

OS y a p ds ' 

e però il punto V^ si trova all'intersezione della retta MP con la parallela 
condotta per Cq a CF. Ne segue che, se il piano della (M^) subisce intorno ad 
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M una dilatazione o una contrazione, che porti Co in C, per effetto della stessa 
deformazione il punto Pq si trasferisce in F, il punto M'o in M\ e però il con- 
tatto fra le due curve, nei punti corrispondenti, persiste quando una di esse 
rotola sull'altra. Dunque, se la curva (M) è, neirorigine degli archi, messa a 
contatto, in un punto Gt convenientemente scelto, con la corrispondente cur- 
va (Mo), e se questa si sviluppa su (M) dilatandosi o contraendosi intorno al 
punto di contatto, in modo che fra le due curve si conservi costantemente un 
contatto del secondo ordine, il punto Gt è ad ogni istante il baricentro dei- 
Varco OM. Cosi, per qualunque curva data nel piano, si può in modo cine- 
maticamente intelligibile costruire il baricentro d'un arco qualsiasi , previa 
la conoscenza di un'altra curva, assai facile a determinare mercè le (11). 

10. Esempii: a) Nella figura (§ 6, a) fatta per costruire il baricentro d'un arco 
di circolo apparisce chiaro Tarco di sviluppante GM, costantemente osculato in M 
dalla circonferenza fissa; e dalle (11), per p = a, si ricava appunto pQ^z=z2asQj e- 
q nazione d'una sviluppante di circolo, simile a quella che contiene Tarco GM. E si 
noti che, mentre la cuspide non cessa di segnare il baricentro dell'arco OM, la tan- 
gente cuspidale si mantiene parallela alla tangente OT. 

b) Dalle (11) si vede che p^ è proporzionale ad Sq quando p ò proporzionale 
ad 5, vale a dire che, se (M) è una spirale logaritmica, anche (Mq) è una spirale 
logaritmica. Costruiti (cfr. 6, ò) i punti e D relativi alla prima spirale, quali 
sono gli analoghi punti Cq e D^ per la seconda spirale, tangente in M alla prima? 
Giacchò il contatto ò del secondo ordine, C^ coincide con C ; e poiché, per un' altra 
osservazione fatta nel §8, l'arco GM della seconda spirale , che si rettifica ap- 
punto in DqM, dev'essere la metà dell'arco OM, cioè di DM, si vede che D^ è il 
punto medio di DM. Ed ora ò chiaro che, come ò la proiezione di M su CD, così 
Q é la projezìone di M su CD^ . 

e) Nel caso d'una clotoide la seconda formola (11) dà pQ^= costante, vale a 
dire che, se una circonferenza variabile si sviluppa sopra una clotoide, osculandola 
costantemente, nn suo punto descrive quella baricentrica della clotoide, che prende 
origine nel punto d' inflessione. É questa, diversamente enunciata, la proprietà tro- 
vata nel § 6: vi si perviene più direttamente, e con maggior precisione, utilizzando 
le cose dette nel § 8. Infatti, dopo aver constatato che, se (M) è una clotoide, (M^) 
è un circolo, si può subito aggiungere che questo è il circolo osculatore in M , e si 
costruisce poi il baricentro G portando sulla circonferenza, nel verso negativo, un 
arco MG, lungo quanto la metà dell'arco MO di clotoide, o pure osservando che la 
normale in G , alla circonferenza e la normale infiessionale della clotoide son pa- 
rallele. ^ 

d) Se p=zks^ è l'equazione della curva (M), le (11) danno p^zzik^s^ * per 
(MJ. Si ritrovano cosi (n = 0, 1 , — 1) i risultati precedenti, e si vede inoltre che 
per la costruzione dei baricentri d'una n*"^ sviluppante di circolo occorre una 
{2n-\-iy*^ sviluppante. Similmente si trova che occorre un'asteroide per una ci- 
cloide, una cicloide per un'epicicloide bicuspide, una cardioide per l'epicicloide stel- 
lata del § 6; ecc. Più generalmente, per ogni linea cicloidale occorre una linea ana- 
loga, in modo che ad un vertice della linea fissa corrisponda una cuspide della 
linea mobile. 
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e) Le formolo (10) e la seconda delle (11) fanno subito vedere che, quando 
la curva (M) è definita da una relazione omogenec^^ fra il raggio di curvatura e le 
coordinate del baricentro, la stessa relazione fra il raggio di curvatura e le coordi- 
nate d'un punto fisso definisce la corrispondente curva (M^). Ne segue, per esempio, 
che alle curve studiate nell'applicazione (d) del § 6 corrispondono le spirali sinu- 
soidi. Del resto, se si pone «'=2a*j, e Po=«< nelle (9), si ottiene appunto (c/V. Ili, 
19) l'equazione delle spirali sinusoidi: 




Il punto generatore della baricentrica h il polo stesso della spirale, perchè (III, 15) 
solo nel polo si può avere po = 0. Il polo deve dunque appartenere, ed effettiva- 
mente (III, 20) appartiene alla spirale per n^O. 

11. Ognuna delle proprietà fin qui trovate per talune curve sussiste per 
una curva qualunque, purché si faccia variare convenientemente la densità 
lungo la curva stessa. Se con a si rappresenta la massa deposta suU' arco 
OM, alle formolo (3) bisogna sostituire 

dacG (jy dQy ex 

e queste, ponendovi 

X y a p ds ^ 

si riducono alle (12). Adunque, immaginando ripetute le considerazioni del 
§ 9, si riesce sempre a costruire per ogni curva (M), e per una data distribu- 
zione di massa , una curva (M^) , che nel suo sviluppo su (M) , dilatandosi o 
contraendosi intorno al punto di contatto in guisa da conservare con (M) un 
contatto superiore, trascina con sé, nel moto e nella deformazione, il bari- 
centro della massa distribuita lungo quell'arco di (M), che ha subito fin dal- 
l'origine il contatto della curva mobile. L' equazione di questa si trova eli- 
minando $ fra le relazioni 



aso 



=J (jds , ap^ = ap . (14) 



Nei singoli casi T interpretazione geometrica dei risultati cosi ottenuti for- 
nisce una costruzione del baricentro, che conviene d'altronde ad una curva 
qualunque, purché si assuma per o- una speciale funzione di s. 

12. Esempii: a) All'equazione intrinseca di qualunque curva si può dar la for- 
ma (jp=à^ prendendo p. proporzionale alla derivata della curvatura. Allora la se- 
conda formola (14) dà pQ=a, e però son vere, per quella particolare distribuzione 
di massa, le proprietà baricentriche della clotoide. Adunque un centro di similitw 
dine dei circoli osculatori negli estremi di qualunque arco d'una curva qualun- 
que è baricentro d'una massa distribuita lungo Varco con densità proporzionale 
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€illa variazione della curvatura. In particolare, se si prende a=a9, si vede che 
una curva a noi già nota (1, 11 , a) è caratterizzata dalla proprietà di aver sempre 
in linea retta il baricentro di curvatura di qualunque arco ed i centri di curvatura 
negli estremi dell'arco stesso. 

h) Ogni modo di soddisfare alle (13) fornisce particolari costruzioni di bari- 
centri. Ci limitiamo a segnalare quella che risulta dal porre 

ax = ^ay^ , ay = a(oc^'\-8) (15) 

nelle (13), le quali si riducono cosi alle condizioni d'immobilità del punto {po^^y^ 
nel piano di (M), purché si abbia aprzzas. Si riconosce poi, come nel § 7, che il 
detto punto è rorigine degli archi. Intanto dalle (15) e dalla condizione trovata si 
deduce, eliminando a, 

Dunque, per qualunque curva, le perpendicolari abbassate dalli e da G su OD 
e su OM s'' incontrano nel baricentro d'una massa distribuita sull'arco OM 
con densità proporzionale alla variazione del prodotto dell'arco per la curva^ 
tura. In particolare, se si considerano le curve p = ^*^, si trova (7=(n — l)a(p, e 
però la costruzione precedente fornisce, per tali curve, il baricentro di curvatura. 

Inoltre, se si osserva che, in questo caso, dalle (14) risulta Pf^^zh^s^'^^ si vede 
(II, 13, i) che la curva (M^) ò una sviluppante di (M). 



VII. ANALISI BARIGENTRIGA. 



1. La nozione di baricentro serve di base ad un elegante metodo di ana* 
lisi geometrica, che noi non potremmo qui esporre per intero senza uscire dal 
campo della pura geometria intrinseca; ci limiteremo pertanto a porne in 
luce, per via di esercizii, alcuni fra i più semplici ed essenziali vincoli con 
Tanalisi intrinseca delle curve piane. Prima ricordiamo (VI, 1) che il bari- 
centro M delle masse pi'i e fi.,, deposte nei punti A|,À,, appartiene alla retta 

A, A,, ed è tale che 

ji,.MA, + [x,.MA, = . (1) 

Ad ogni coppia di valori di (i^ e [tg corrisponde dunque, sulla retta, un punto 
M, che corrisponde anche ad infinite altre coppie ((J^iff^s), ottenute moltipli- 
candone una per un numero arbitrario, giacché in tal modo, infatti, non si 
altera la (1). Orbene, per fare che un punto corrisponda ad una sola coppia 
(\l^ , pi,) , si conviene di porre P'i + pi-s^ 1 ' si genera cosi Finterà retta mercè la 
varia distribuzione della massa-unità fra i punti fondamentali A^ , A,. Quan- 
do M si allontana indefinitamente sulla retta, il rapporto delle sue distanze 
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ai punti fondamentali tende alFunità, e per la (1) si vede che VeguagUan£a 
\^i-^V'r=^ tende ad esser vera. Noi, per abbreviare, diremo che si ha iai+jh^O 
nel punto alV infinito. Se N è il punto individuato da masse proporzionali a 
— P-i fJ^j» la (1) mostra che (MNA|Aj) = — 1 , vale a dire che N è il conju- 
gato armonico di M rispetto ai punti fondamentali. Cosi ci spieghiamo nuo- 
vamente come, essendo fi, — fi,=0 nel punto medio di A,Ag, conjugato del 
punto all'infinito, si possa ben dire che all'infinito si ha fi^-f f4=0. 

2. Analogamente, se A|,A,,A3 sono i vertici d'un triangolo non nallo 
(disposti nell'ordine in cui sono incontrati da un punto che percorre il pe- 
rimetro del triangolo lasciando l'area a sinistra), dalla massa-unità, va- 
riamente distribuita fra i tre vertici , nasce una doppia infinità dì terne 
di masse (infi'gtP's, e da ciascuna terna un punto (baricentro), che si può 
costruire dividendo A^Ag nel rapporto p^arf^s, in L, poi A^L nel rapporto 
([^s + (^3)'P>'i* Inversamente ad ogni punto del piano corrisponde una terna di 
valori jAi,iitt,pt3 {coordinate baricentriche del punto), tali che 

f^i + P'i + H's^l I (2) 

e ne corrisponde una sola, perchè, se la retta A^M divide A^A,, in L, nel rap- 
porto &, e se M divide A|L nel rapporto k\ si può sempre, ed in un sol modo, 
soddisfare alla (2) ed alle condizioni 

Per quest'ultima, col tendere di A;' a •— 1 , si vede che, quando M si allontana 
indefinitamente^ l'equazione 

f^l+l*l + f^3 = (4) 

tende ad essere verificata. 

3. Retta. Se si tien presente la (2), le formolo (1) del precedente capi- 
tolo diventano 

X = ^07, 4- |i,a?j + \L^cc^ , y = ^^y^ -f ji^, + ^ji/^ , (5) 

e però le relazioni lineari fra le coordinate cartesiane ^ ed y si possono tra- 
sformare in relazioni lineari ed omogenee fra le coordinate baricentriche ; e 
viceversa, data una siffatta relazione, si potrà sempre trasformarla in una 
relazione lineare fra le coordinate cartesiane merco le formolo 

«>i = (y8— ^s)^ — (^« — ^3)y + Ky3— «^3^») » ecc. , (6) 

che si ottengono risolvendo le equazioni (2) e (5) rispetto alle fi, e rappresen- 
tando con a^ il doppio dell'area del triangolo fondamentale : 



a* — 
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Vi 
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Aduoque ogni equazione lineare fra le coordinate baricentriche rappresenta 
una retta. Per esempio, fissato k, la prima equazione (3) rappresenta la retta 
che per À| va a dividere A^À, nel rapporto k. Similmente la seconda egua- 
glianza (3), in cui si suppone costante k\ è l'equazione d*una parallela al lato 
A^Aft. Tale equazione si può anche scrivere, in forma non omogenea, jjl^sco- 
stante, e si riconosce cosi che, quando un punto si sposta parallelamente ad 
un lato del triangolo fondamentale, non varia la coordinata baricentrica re- 
lativa al vertice opposto. In particolare Tequazione del lato opposto ad À^ è 
IJL,-=0. Finalmente si può dire che V equazione (4) rappresenta la retta all'iti^ 
finito. Ciò permette di scrivere subito la condizione di parallelismo di due 
rette 

Affinchè queste concorrano, con una terza, in un punto, occorre e basta che 
sia nullo il determinante formato dai coefficienti delle tre equazioni, perchè 
appunto questa è la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di va- 
lori non tutti nulli delle (i, soddisfacenti al sistema delle tre equazioni. Ciò 
premesso, dire che due rette son parallele equivale a dire che concorrono 
sulla retta all'infinito, e però la condizione del parallelismo si esprime po- 
nendo uguale a zero il determinante del sistema costituito dalle equazioni 

Wed(8): 

= 0. (9) 
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«1 


p. 



4. Distanza di due punti. Siano ^fXi , ^fj'^ , ^P's ^^ variazioni che su- 
biscono le coordinate baricentriche quando si passa da M ad un altro punto 
qualsiasi M', e si cerchi di calcolare la distanza E dei due punti. Siano ai , 
^1 9 a^B Id lunghezze dei lati del triangolo. Se il segmento MM' fosse parallelo 
ad un lato, per esempio ad À3A3 , la sua lunghezza sarebbe espressa, anche 
nel segno, da a^^pi^s ^ P^^® ^^ — ^i^P^n come risulta facilmente dalla simili- 
tudine dei triangoli A]MM',À|LL'. Comunque siano situati MedM', si consi- 
deri il punto d^incontro M" delle parallele condotte per M ed M' ai lati À,À| 
ed A,À|. Evidentemente le coordinate di M" sono |ji^— ^P-s^fAs-f ^P^ttP'at ^ P^^*^ 
due lati del triangolo MM'M" hanno le lunghezze afi\i.^ e — a,8)x,. Se poi si 
osserva che l'angolo opposto al lato B è uguale all'angolo A^, si ha 

R« = a,\^i^y + a,\dii.,y + («,« + V - a,>;5^5pi3 , 
cioè, essendo B[i^ + ^[*t + ^P-s = , 

R« = - (a,« 5,x.5ji3 + «s' ^Pa^P, + «a' ^Ì^M) • (10) 

In particolare, quando i due punti sono infinitamente vicini, il quadrato della 
loro distanza è 

d5« = — («1 Vji,rf|i, + a^'cffXjc/iAi 4- ajVfXjC/fx,) . (11) 

12 
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5. Ora siamo in grado di trovare anche la condizione di perpendicolariià 
di due rette: sian queste le (8), sulle quali prenderemo i punti P e Q, fuori 
del punto dMncontro M. Bappresentiamo con lettere & ed y) le variazioni 
delle coordinate nel passaggio da M a P ed a Q. Evidentemente le e e le t) 
soddisfano alle (8), ed inoltre, perchè sussiste in ogni punto la (2), si ha 

ei+e« + e3 = » TQi -f TQ, -h TQa == . 

Ne segue 



Ciò premesso, si applichi la formola (IO) alle distanze MP,MQ,PQ, nella re- 
lazione (PQ)' = (MP)* + (MQ)*, necessaria e sufficiente per la perpendicola- 
rità. Si ottiene 

«l'C^i— T0t)(e3—'<n3) + ••• = «! VsH h«i '10,^13+ ••• » 

cioè 

«i*(^*^3 + H^ù + a%{h'^i + hf\i) + «s^Èi'n, ^- e^iQi) = , (13) 

dove alle e ed alle iq si debbono sostituire le quantità proporzionali (12). 

6. Coppie di rette. Moltiplicando fra loro le (8) si trova un'equazione 
quadratica 

2^.>^fJ^y=0 . (14) 

a discriminante nullOj che dev' essere sempre soddisfatta sulle due rette, e 
mai fuori di esse. Inversamente, data un'equazione (14), il cui discriminante 

à = 



Ci, 


Cii 


e,. 


Cu 


e,. 


c« 


e», 


"« 


Cs3 



sia nullo, si sa dall'algebra che l'equazione stessa è scomponibile in due 
equazioni lineari, e rappresenta perciò una coppia di rette. A quale altra 
condizione debbono soddisfare i coefficienti affinchè le rette siano parallele 
perpendicolari ? Se si osserva che 

e che, per conseguenza, e,Y)8 + ejiQ, è proporzionale a 

(«1 — a,)0, — P3) + (ai — «8)(Pi-P2) = ^ii-^«-^i3 + <?« . 
si vede subito, sostituendo in (13), che la condizione di perpendicolarità è 

(«1* — ^»'-'«3')^S3 + (V ^3'-«l')^ai + (^3'-^l'-0<?l» 

• +flr,%j+a,V„H-«3'c33=0. (15) 

Similmente, per esprìmere che le rette sono parallele, si consideri il determi- 
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nante S, primo membro di (9), o si osservi che 

-8* = 



1 a, p, 


• 


1 p, a, 




l+Cn 


1 + c., 


l+c„ 


1 a. p, 




I P, «2 




1+C.! 


l+«^« 


l+c„ 


1 «3 Pa 




1 P» «3 




l+C« 


l+c„ 


l+'^ss 



cioè, rappreseDtando con <? la somma dei complementi algebrici di tatti gli 
elementi di A, 

Dunque la condiisione di parallelismo è <7 = 0. Inoltre, data la (14) a coeffi- 
cienti reali, si Tede che le rette sono reali o immaginarie secondo che <7<0 

O <7>0. 

7. Esempii: a) Sia [13= Ap., l'equazione della perpendicolare abbassata da À| 
sol lato opposto. Si determina k esprimendo che per la coppia di rette (iifH^AfjiiP^s 
è soddisfatta la condizione (15), e si trova cosi che Tequazione della retta conside« 
rata è 

Dunque le perpendicolari abbassate dai vertici d'un triangolo sui lati-opposti con- 
corrono in un punto (ortocentro) definito da coordinate inversamente proporzionali 
alle quantità 

««' + «3' — V » «3* + «i' — ««' 1 «i' + ««*— ^3* • 

ò) Una coppia di rette che da A^ va a dividere armonicamente il lato oppo- 
sto è rappresentata, per le cose dette in fine del § 1, dall'equazione \i,^^=k*\i.^^. 
Se sì vuole che tali rette siano le bisettrici dell' angolo À^ , bisogna determi- 
nare k in modo che sia soddisfatta la condizione (15), cioè dev'essere a^^=k^a^*. 
Le tre coppie di bisettrici degli angoli del triangolo fondamentale sono dunque rap- 
presentate dalle equazioni 



»A«'_|i.3* f*3'_h' ^'^H's' 



o. 



a 



3 



a. 



a. 



a, 



t » 



e però s'incontrano nei quattro punti che hanno le coordinate baricentriche pro- 
porzionali, in valore assoluto, ad a, ,02,^3. In particolare le tre bisettrici in- 
terne concorrono nel punto (centro del circolo iscritto) definito dalle coordinate 



a, 



a. 



1*1 = 



«l + ^« + «; 



1*8 = 



«i + «a + «3 



1*3 = 



«i+«J + «3 " 



c) Per sapere in qual punto la retta a^jx, + «#« + «3^*3 = ^ incontra il 
lato AjAj bisogna porre p.i=0, ed allora p.^ e |i, sono determinate dalle equazioni 
|ij-(-jji3=l,fle,jji3-}-a,[i3 = 0. A quest'ultima si deve sostituire a,p.j — «sfXg = se 
si vuole invece il conjugato armonico del punto d'incontro, rispetto alla coppia 
A, A3. Ne segue che il punto P, definito dalle uguaglianze «4 Ji, =«»[!.,= «sM-a, è tale 
che ciascun lato del triangolo è diviso armonicamente dalla retta che congiunge P 
al vertice opposto e dalla retta considerata. Il punto P si chiama polo trilineare 
della retta, e viceversa questa è la polare trilineare di P. Se r^,c,,C3 sono le coor- 
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dinate baricentriche d*uD punto qualunque, l* equazione baricentrica della sua po- 
lare trilineare è 



C| Cj Cj 



In particolare si noti che la retta air infinito ha il polo trilineare nel punto C| = 
c,=:C3= — : é questo il punto in cui concorrono le mediane, e che si chiama sem- 
plicemente baricentro del triangolo. 

8. Coniolie. La sostituzione dei valori (5) neirequazione cartesiana di 
una conica (III, 1) produce fra le coordinate baricentriche una relazione qua- 
dratica, che si può sempre rendere omogenea mercè la (2). Inversamente ogni 
equazione (14) si cambia, col sostituirvi i valori (6), in un'equazione del se- 
condo grado fra zedy.e rappresenta perciò una conica, che degenera in una 
coppia di rette quando fra i coefficienti intercede il vincolo A=0. Qualunque 
sia il valore di A, osserviamo che l'equazione ottenuta ponendo (^(pti+P-s+m)^ 
nel secondo membro di (14) rappresenta, per ciascun valore di e, una conica. 
Le coniche corrispondenti agli infiniti valori di e si comportano all'infinito 
come la conica (14), giacché all'infinito tende ad esser vera la (4). Esse hanno 
dunque gli assintoti paralleli, e però, per conoscere una coppia di rette paral- 
lele agli assintoti della conica (14), basterà indagare se a qualche valore di 
e corrisponde una conica degenere. Intanto si osservi che, per un valore qua- 
lunque di e, il discriminante è 



A' — 



c„ — c 


C|. — e 


"13 — e 


c„ e 


c„ — c 


C«3-C 


c^-c 


c,t— e 


Caa— e 



= A — ca . 



La somma <?' dei complementi algebrici degli elementi di A' è indipendente 
da Cy perchè, se immaginiamo che si ritorni da A' a A aggiungendo e a tutti 
gli elementi di A', troviamo, applicando l'ultima forinola, 

A = A' + CCT =: A -f- c(<7' — o") ; quindi a' = cr . 

Ciò premesso, se <?^0, al valore c=:A:(j corrisponderà una coppia di rette, 
parallele agli assintoti della conica (14), o coincidenti con essi; e per l'osser- 
vazione finale del precedente paragrafo si potrà affermare che la detta co- 
nica è un^ ellisse o un'iperbole secondo cAa (7>0 o (7<0. Se i coefficienti 
si fanno variare in modo che a tenda a zero, le due rette tendono a diventar 
parallele, e però la condizione (7=0 caratterizza la parabola, giacché que- 
sta è (III, 2) la sola conica che all'infinito si comporti come una coppia di 
rette parallele (coincidenti) : quando poi insieme a a si annulla A, la para- 
bola degenera in una coppia di rette parallele. L' iperbole equilatera si ca- 
ratterizza esprimendo che ha gli assintoti ortogonali, cioè scrivendo la con- 
dizione (15), non per le %, ma per le c^y— e. Nel fare tale sostituzione si 
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▼ede sabito che e sparisce, e sì riconosce cosi che la stessa (15) è neeesstp- 
ria e sufficiente perchè VequoBione (U) rappresenti un'iperbole equilatera. 

9. Tangente e normale, poli e polari, centro ed assintoti, 
polo di omologia: a) Siccome la tangente ad una curva /'(|Ai.m,p^)=0 
nel punto (vj^Vj.Vj) si può considerare come determinata da questo punto e 
dal punto infinitamente vicino (v^+^Vi jVj+dv^Vj+rfv,) sulla curva, è chiaro 
che la sua equazione è 

h V, <fv, =0 , (16) 

dove, essendo /"(v, , v, , Vg) = 0, è pure 

Ne segue che v^dv, — v jdv, è proporzionale a 

quindi la (16) diventa 

Si stabilisce poi T equazione della normale applicando la condizione (13). 
Quando la funzione f è omogenea, V equazione della tangente si riduce, in 
virtù del noto teorema di Eulero, alla forma più semplice 

e questa, nel caso delle coniche, diventa 

2o,^^v,=0. (17) 

h) La relazione (17) si traduce geometricamente, per la sua bilinca- 
rità, in una corrispondenza notevolissima fra i punti e le rette del piano. 
Quando si fissano le v, senza supporre che (V|,v^,v3) sia un punto della coni- 
ca, la detta equazione rappresenta una retta, che si chiama polare del pun- 
^ (^mS>^s) rispetto alla conica (14), ed il punto si chiama polo di quella 
retta. Ora se in (17) si fissano invece per le ji. valori qualunque, le v vengono 
a soddisfare appunto airequazione della polare di ((ìdIJ^siPl,), e però ipoli di 
tutte le rette che passano per un punto stanno sulla polare di questo punto. 
Ne segue che le polari di due punti P e F s' incontrano nel polo di PF. Se, 
per esempio, i vertici d*un triangolo sono i poli dei lati d*un altro triangolo, 
i lati del primo sono le polari dei vertici del secondo. Due siffatti triangoli 
diconsi coniugati fra loro rispetto alla conica. Ponendo per le v successiva- 
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mente le coordinate dei vertici del triangolo fondamentale si vede che le e- 
.quazioni dei lati del triangolo coniugato, rispetto alla conica (11), sono 

Queste si riducono alle equazioni dei lati quando in (14) mancano i termini 
rettangoli. Allora il triangolo è conjugato a sé stesso, e la conica si dice con- 
jugata al triangolo. Adunque le infinite coniche rappresentate dall'equa- 
zione 

sono tali che ciascun lato del triangolo fondamentale è la polare del vertice 
opposto. Per }i| = si trovano valori del rapporto (ì«:|ì9, uguali soltanto in 
valore assoluto. Dunque, per l'osservazione finale del § 1, ogni conica conju- 
gaia ad un triangolo ne divide armonicamente i lati. Segue da ciò che qua- 
lunque segmento rettilineo, con un estremo in P e T altro sulla polare di F 
rispetto ad una conica, è diviso armonicamente dalla conica stessa. Basta 
infatti, per convincersene, assumere come vertici del triangolo fondamentale 
il punto P, il punto d'incontro F della polare di P con la retta che si consi- 
dera, ed il polo di PP'. In altri termini, la polare d'un punto P rispetto ad 
una conica è il luogo dei conjugati armonici di P in tutte le corde determi- 
nate dalla conica sulle rette uscenti da P. 

cj In particolare, se si osserva {cfr. III, 3) che, su ciascun diametro, 
il conjugato armonico del centro sta all'infinito, si vede che il centro cT una 
conica è il polo della retta alVinfinito. Dunque, se v,,v,,v3 sono le coordinate 
del centro, V equazione (17) deve ridursi alla (4), e però si deve avere 

^ltVl+^nV, + ^i8V8 = ^MVi +C,,V, + C,3V3=C3,V, +C^}i^-\-C^^^V^ . (19) 

Se c è il comune valore di queste tre quantità, si può anche scrivere, in virtù 
di (2), 

(C,l-c)v,-f (C^, — C)V3+(C..3 — C)V3=:0 , 

per t =1,2, 3. Affinchè questo sistema sia soddisfatto da valori non tutti 
nulli delle v, occorre e basta che sia nullo il suo determinante (A — ca), cioè 
che si abbia c=à:(7. Intanto, se con cr^ si rappresenta la somma dei comple- 
menti algebrici degli elementi dalla i^ linea di A, si ha sempre 

e ciò permette di veder subito che alle precedenti equazioni si soddisfa pren- 
dendo 

v. = ^,^ , v. = 5 . v. = 5 : (20) 

8on queste le coordinate del centro. Quanto agli assìntotì, già sì è visto (§ 8) 
che sou paralleli alle rette della coppia 

V ^ 



tìJ 
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e per dimostrare che questa è appunto V equazione complessiva degli assin- 
toti^ basta far vedere che la soddisfano i valori (20). Orbene si ha 



2 Vi^i = ^ 2^«i^<^/ = ;;ì 2^i^ = ■;;: • 



Ed ora siamo finalmente in grado di affermare che V equazione (14), quando 
nel secondo membro si pone e al posto di zero, rappresenta, al variare di e, 
le infinite coniche assintotiche ad una stessa coppia di rette. 

d) Ponendo [x<=0 nella i^ equazione (18) si ottiene un punto, le cui 
coordinate soddisfano all'equazione 

^+Jl + J» = 0, (21) 

^«8 ^84 M« 

indipendente da i. Dunque sulla retta (21) ciascun lato del triangolo fonda* 
mentale incontra il corrispondente lato del triangolo conjugato, e però due 
triangoli conjugati rispetto ad una conica sono omologici, e l'asse di omo- 
logia è rappresentato dall'equazione (21). Il fatto deiromologia si può anche 
stabilire considerando i vertici. Il sistema costituito dalle equazioni (18), 
quando in luogo della t^ si pone la (2), definisce quel vertice del triangolo 
fondamentale, che corrisponde ad À^. Ne segue che le coordinate di tale ver- 
tice sono proporzionali a Yti»Yrt'Yia» se con Yo ^i rappresenta il complemento 
algebrico di c^j in A. Dunque le equazioni delle rette che congiungono i ver- 
tici corrispondenti dei due triangoli sono 

t^jYi8=J^Yii » P'3Yji=P'iYm » P'iY3t=^Y3i 1 

e però tali rette concorrono nel punto (centro di omologia) definito dalle u- 
guaglianze 

M'iYM=»*«Y8i=t*8Yi2 • (22) 

Per brevità questo punto si chiama polo di omologia della conica rispetto 
al triangolo che si considera. 

10. Esempii: aj Affinchè M (P'i , f^s , fJta) sia il polo trilineare d*ana retta che 
passa per un dato punto P (c^^c^fC^) occorre e basta (§ 7, e) che sia soddisfatta 
la condizione 

£i+fi+fi=o, 
\^i y-^ V'z 

cioè che si abbia 

^^i^P's + ^st^af^i + ^3^»*2=0 . (23) 

Questa è Tequazione più generale d'una conica circoscritta al triangolo fondamen- 
tale, perchè, se si vuole che la (14) sia soddisfatta dalle coordinate di A^, si deve 
porre €^^-=0. Adunque, se una retta gira intorno ad uno dei suoi ponti, il suo polo 
trilineare rispetto ad un triangolo descrive una conica circoscritta al trian^ 
gaio stesso. Se poi sì applicano le (22) si vede che P è il polo di omologia della 
conica. Applicando invece le (20) si trova che il centro Q della conica è definito 
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da coordinate V|,v,,v3, proporzioDalì a 

Si osservi intanto che 

Cj^a + C8Vi=C8V^+c,V3=:c,v,+c,Vj , (24) 

come, del resto, risulta immediatamente dalle stesse (19). Le ultime relazioni, per 
la loro simmetria, pongono in luce il vincolo di reciprocità esistente fra P e Q. Ne 
segue che le coniche circoscritte ad un triangolo si possono associare per coppie 
tali che, in ogni coppia, una qualunque delle due coniche é il luogo dei poli tri- 
lineari dei diametri dell'altra. Le due coniche coincidono quando il centro cade 
nel baricentro (§7,0) del triangolo. Se poi si vuole che la conica circoscritta sia 
un'iperbole equilatera, si deve esprimere che la condizione (15) è soddisfatta dai 
coefficienti deirequazione, vale a dire che si ha 

Questa eguaglianza ci dice che il polo di omologia sta sulla polare trilineare del- 
l' ortocentro (§ 7, a), e però nell'ortocentro concorrono tutte le iperboli equità- 
tere circoscritte, 

b) Perchè la conica (14) sia inscritta al triangolo fondamentale bisogna 
che ponendo, per esempio, )i|=0 nell'equazione (14), l'eguaglianza così ottenuta, 
cioè c,iP.j*+c,3ji3*4-2c,3[A,pi3==0, abbia le radici uguali. Dunque, chiamati e,, 
c,,C3 i valori dei coefficienti c,3,Cg|,c,,, si dovrà avere o^Cf^^=c^^c^c^^ e per 
conseguenza, se si ha cura di evitare l'annullamento del discriminante, si vede che 
cf^(=^ — ^i^t^at ^ald a dire che una conica inscritta ò rappresentata dall'equazione 

C| Cj C3 ^8^8 ^8^1 ^1^8 

ulteriormente riducibile alla forma semplicissima 



V't^VìiW^r'' • 



che include quattro equazioni secondo i segni che si attribuiscono ai radicali. Dalle 
(22) si deduce facilmente che c^ ^c^^c^ sono proporzionali alle coordinate del polo 
di omologia, e le (20) mostrano che il centro è definito da coordinate proporzionali 
^ ^i(^« + <^8)»^i(^8 + ^i)»^8(^i+c«)« Ora è facile rispondere alla questione: quaVé 
il luogo dei poli di omologia delle parabole inscritte circoscritte ad un trian- 
golof Nell'uno nell'altro caso le coordinate del polo di omologìa debbono essere 
tali che risulti uguale a zero la somma delle coordinate del centro, e però si deve 
avere 

cioè i poli debbono appartenere a quella, fra le ellissi circoscritte inscritte, che 
ha il centro (ed il polo di omologia) nel baricentro del triangolo. 

e) L'equazione del circolo circoscritto si deduce facilmente dalla formola 
(10), che dà 

«i'(P^f-V3)(pi3-V8)+«8'0^3~V3)(ft,^v,)+a3'(,*,--v,)(fS-v,)+R'=0 . (25) 
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Basta osservare che questa equazione deve ridursi alla forma (23) , per ottenere 
subito 

^%\ + ^3\ == V^i + «l'vj = «,' V, + a^\ , 

e per concludere dal paragone con (24) che il polo di omologia è definito da coor- 
dinate proporzionali ai quadrati dei lati corrispondenti: un tal punto da molti è 
chiamato punto di Lemoine, Intanto, poiché Tequazione del circolo circoscritto 
deve ridursi alla forma 

si vede, anche senza più servirsi della (25), ma richiamando la nota relazione 

che le coordinate del centro del circolo circoscritto sono date dalle formolo 

Ora la (25) dÀ 

R= )/a,»(ji,V3 + jXgV,) + «iVa = -|^ • 

Quanto al circolo inscritto, poiché (§ 7, b) le coordinate del centro sono proporzio- 
nali ad ^1 ,a,,a3, è facile dedurne che quelle {c^yC^^c^ del polo di omologia sono 
inversamente proporzionali ad a,+ «j — ^i , «3 + «j — ^s 1 ^1 "H ^a — ^s » ® ^^^ ^i^ 
si può immediatamente scrivere Tequazione del detto circolo. 

11. Ora prendiamo i soliti assi mobili, cioè la tangente e la normale in 
un punto d'una curva qualunque, e ricordiamo che le coordinate di ciascun 
vertice À| del triangolo fondamentale soddisfano alle condizioni d' ìmmo* 
bilità 

^'— i^— 1 ^=— ^ 
ds p ^ ds p ' 

Sq fJ^uf^a^fia sono le coordinate baricentriche dell' origine mobile, le (6) di- 
ventano 

e derivandole se ne trae subito, mercè le precedenti condizioni, 

à« ~ a* ' d* ~ a' ' ds ~ a^ ' ^ ^ 

quindi 

oc^dp.^ + x^d\i.^ + cc^àii^ = ds , y jdp., + y,rfp., + y gdjig = . (28) 

Ciò premesso , per calcolare la lunghezza dell' arco elementare , faremo uso 
dell'identità 

=2 Vi'- ^K^i" - (2^i«.Piy ' (29) 

che ci servirà anche in seguito, e che risulta immediatamente dalla molti- 

13 
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plicàzione delle matrici 



ot 



oCa oc. 



1 ^J ^3 

Pi Pi P3 



/«jOt, /r,ag ^3^3 
^iPi ^,P, A3P3 



Per a<=l , Pt=a:o i< = flf|Xi, se si osserva la prima eguaglianza (28), V iden- 
tità (29) diventa 

Se invece le ^ si pongono uguali alle y^ e se si tien conto della seconda u- 
guaglianza (28), si ottiene 

si ritrova poi, sommando, la formula (11). 

12. Altrettanto facile è il calcolo della curvatura. Derivando le (27) si 
ottiene, in virtù delle condizioni d' immobilità, 

D'altra parte, se si prende il reciproco del determinante (7), si trova, tenen- 
do presenti le (26), 



1*1 


<r, — 'l's 


Vt—y» 


V; 


aCj — X, 


y» yi 


J*8 


^1 *» 


yi yt 



quindi, sostituendo nel secondo membro i yalori (27) e (30), si perviene alla 
formola 



P 



f^i 



l^s 



1^3 



d\^x 
ds 

dii^ 
ds 

d\h 
ds 



ds*~ 

ds^ 

ds* 



(31) 



Kiesce ora facile la determinazione intrinseca di qualunque curva rappre- 
sentata da un'equazione bariceutrica. Questa costituisce con (2) un sistema, 
che permette di esprimere le \i in funzione d'una sola variabile indipendente 
t Orbene, se si utilizzano le formolo (11) e (31), si vede che, note le funzioni 



"=^^-fe'S 



,c?[i3 , a^^dii^dp.^ «3» c/|A, e/ji. 



-r 



di di ' rt* di de ' a* dt de 



«^1 , «3 d\i, e/ji,\ 

e ' a* de de) ' 



(32) 



W = 



1^1 



Ih 



»^3 



d[I.^ 


d^pt, 


de 


di' 


c/jA, 


rfVi 


de 


dt^ 


d\h 


^f^3 


de 


d^' 



-99- 

r equazione intrinseca della curva considerata risulterà dall' eliminazione di 
t fra le uguaglianze 

^dt , p = — . (33) 

Si noti che, grazie alla (2), il determinante wronskiano si può scrivere più 
semplicemente così: 

dt dt^ dt dt* dt di* di di* di di} dt di* ' ^ ^ 

Si facilita spesso il calcolo di W osservando che, se le fi sono soltanto pro- 
porzionali (non uguali) alle coordinate baricentriche , ed hanno, per conse- 
guenza, una somma %^1, il loro wronskiano ha il valore k^W. 

13. Data la curva mediante Tequazione /ì[[Jt|,p.,,(X3)=0, si trovano subito 
tre quantità proporzionali ai dififerenziali delle fi, giacché si ha 

dove, nelle differenziazioni parziali rispetto alle fi, queste variabili senten- 
done momentaneamente sciolte dal vincolo (2). D' altra parte il coefficiente 
di proporzionalità dipende dalla scelta della variabile indipendente ^, e però 
si può sempre determinar questa in guisa che sia 

^= ^L^K ^= ^L^K ^=,K^K . (35) 

di ()|JLj 3pi3 ' dt dfjLg Sfji, ' dt dfij àpi. 
Dopo ciò la formola (32) diventa 

-=v(^)'+...(^)'+«.-(^)' . 

+(^i »-a,«~fl3«)|^ ^ + («,'- V- O^ 1^ +K- V~0^ ^ ' 
Similmente, se si sostituiscono i valori (35) in una delle (34), si ottiene 



\Dfi3 a/i,/ d^' \()fi| 3fij/ di* ^ S|x,. 



di* 



e se nei calcoli s'introduce l'operazione 



dt dt ()fji, "^ dt Spi, "^ i// ÒIX3 ' ^ ^ 

si può anche scrivere 

dt^ 'olii dt ^ di dtì>iif'~ ^ dt ì^ii^dt '^ di^ ' 

Finalmente, se si osserva che l'operazione (3G) ripetuta dà 

d' _yàii.idiij ò* 
df^ f^ dt di' d\i.iòiij ' 
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si ottiene 



W = 



-2 



DY dii,dnj 



f* 3l«.j3|i, di di 



(37) 



14. L'ultima forinola, quando vi si sostituiscono i valori (35), fa conosce- 
re W in funzione delle derivate parziali prime e seconde di f rispetto alle p.. 
£ssa si semplifica notevolmente quando la funzione f è omogenea: basta far- 
ne scomparire le derivate prime mediante le note relazioni euleriane 






(38) 



in cui w è il grado di /". Se inoltre si moltiplicano per (n — 1)* i due membri 
di (37), si riconosce facilmente che il secondo si scinde in 



(l^i + f^i + 1^3)'^ — a 2 -^^^ M^y 



dove a rappresenta la somma dei complementi algebrici di tutti gli elementi 
del determinante H, hessiano di f rispetto alle |i. Intanto per le stesse (38) 
si ha 



Dunque 






(n — 1)«W = H . 



Cosi, finalmente, la seconda formola (33) dà 






SY 




dY 




aY 
aii,» 


aji,()fi. 


DY 


òY 


òY 



(39) 



15. Applicazione alle coniche. Per le coniche si ha 



^=2 , f=-K^^^ijP'iV'j , 



i>J 






= Cij I H=:A ; 



quindi la (39) prende la forma 



3 



in cui la funzione 



a*A ' 



(40) 



♦=vG^)'+...+(v-..--o^^+... 
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é un'altra forma quadratica» Il discrimiaante di tale forma differisce solo per 
UD fattore A' dal determinante 

Questo ò nullo, perchè nulla è la somma degli elementi di qualunque linea. Con un 
calcolo facile si trova poi che la somma dei complementi algebrici di tutti gli ele- 
menti è 9a*. Dunque (§ 6) l'equazione 4>=0 rappresenta una coppia di rette im- 
maginarie. Si deve poi notare che queste rette sono diametri della conica, perchè 
nel centro si ha (c/r. 9, e) 

<>[X4 ()fx, òfXa 

Sì considerino intanto, insieme alla prima conica, tutte quelle che hanno i mede- 
simi assintoti, e che sono rappresentate, come si sa (9, e), dairequazione f=^/^c. 
Per esse da ogni c^j si deve sottrarre e: così ogni derivata parziale prima di /* di- 
minuisce di e, e si riconosce subito che ciò non altera la funzione <l>. E poiché, da 
un^altra parte, questa funzione non può annullarsi insieme ad f se non quando si 
annulla p, si arriva alla conclusione che tutte le coniche assintotiche ad una data 
coppia di rette hanno le cuspidi su due comuni diametri immaginarii. Un^altra 
interpretazione di 4> risulta dalla seguente osservazione. Se in (40) si fissa ad ar- 

2 

bitrio il valore di p, l'equazione che si ottiene, <t>=(a*pA)^ rappresenta una conica, 
che incontra la conica data in quattro punti, nei quali p assume il valore prescrit- 
to. Le coniche corrispondenti agli infiniti valori di p sono ellissi concentriche: 1 
loro assintoti sono appunto le rette 4>=:0. 

16. Curve triangolari simmetriche. Le curve definite dairequa- 
zione 

e,|l,'» + C,|X.'*+C3JX3~ = , (41) 

(ì\ì\2jxì2Aq triangolari simmetriche da La Gournerie, sono molto interes- 
santi perchè comprendono le coniche nelle principali loro situazioni rispetto 

al triangolo fondamentale. Infatti per n=2 si trova (9,6; 10,a,&) una conica 

1 
conjugata al triangolo, per n= — 1 una conica circoscritta, per n = -^ una 

conica inscritta. La derivazione deirequazione (41) dà, in virtù delle (27), 

CiV-r'd/f - 3/3) + c,]ir\!/, - y .) + ^3P^s'"*(y. -y,) = . (42) 

Dunque c,fjij**"*, c,|jLg'*"\ C3II3**"* sono rispettivamente proporzionali a 

ì^iiVi — yù — 1*8(^8 — y 1 ) = (f^* + Ì^ÙVi — (f*«y a + l^aV a) = Vi » 

ad y^ e ad y^r Ciò premesso si ottiene, derivando (42), 
\ fi 1 

p a 
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cioè 

dopo avere osservato che, per la forinola (7), 

Ora utilizziamo l'identità (29) ponendovi «=1 ,P=y ,*y=f'.. Evidentemente 



Dunque 



''•^^y,-y8)'+-^4*(y3--y.r+^(y.-y,)'=--i; 



VtVs VzVi VxVt 

poi, sostituendo in (43), 

P 



— _?.'_ »*i»*J*3 (44) 



Qui si osservi che, se due curve (41), corrispondenti a due valori n ed n del- 
l' esponente, si toccano in un punto, le loro curvature in questo punto si de- 
ducono subito l'uua dall'altra, perchè, come ha osservato Jamet, la (44) dà 

(n-l)p = (n-l)p'. 

17. Per costruire l'espressione (44) è utile adoperare le coordinate po- 
lari (r,.,6^) dei vertici A^. Si ha y<=r|Sen6j., e le formolo (26) danno anche 
aVi = — »'»^s8©n(^t— ^a)» ecc.; poi, limitandosi al caso di w= — 1, la formola 

(44) diventa 

r^r^r^ sen(0, — 63)8611(63 — 6,) 8011(04 — 6,) 

2a* sen6fS6n6(Sen63 

Con questa Fouret ha potuto facilmente, dopo Chasl e s e Mannheim, ri- 
solvere il problema: costruire il centro di curvatura in un punto M d*una 
conica, conoscendo tre punti della curva e la tangente in M. Se invece dei 
tre punti si danno tre tangenti, il problema analogo è immediatamente ri- 
ducibile al precedente. Infatti per n==— 1 ed n =— il teorema di Jamet dà 

4p = p\ vale a dire che se, di due coniche tangenti, una è circoscritta e l'al- 
tra inscritta ad uno stesso triangolo, la curvatura della prima è quadrupla 
di quella della seconda nel punto di contatto. E se si considera anche il caso 
di w = 2, si trova che, se C,C',C" sono, in un punto M, i centri di curvatura 
di tre coniche che in M si toccano, e se la prima è circoscritta, la seconda 
inscritta, la terza conjugata ad un dato triangolo, G" è il simmetrico, ri- 
spetto ad M, del punto medio di MC, come C è il simmetrico del punto medio 
di MC". 

18. Curve anarmoniche. Cosi, seguendo Halphen, si chiamano 
le curve per le quali è costante il rapporto anarmonico della quaterna co- 
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istituita da un punto M e dai punti d'incontro della tangente in M con tre 
r-dte fisse. Se queste, che si prendono come lati del triangolo fondamentale, 
determinano sulla tangente in M, a partire da M, i segmenti t^J^J^^ si pone 
il problema in equazione scrivendo 

^iV3 + V3^ + Vi'« = , (45) 

dove c^.c^yC^ sono tre costanti, la cui somma è nulla: il rapporto anarmoni- 
eO| come si sa, ha uno dei valori 

Cj Cj C| C3 C^ c^ 



/•' /»' /»' /»' /»' /» 

C3 C| e, Cj C3 e, 



Intanto si calcolano facilmente le lunghezze /, e si trova 



<•=- 



yi— Va Vs— yi yi— y« 

dimodoché la (45) diventa 

J(y,-y3)+J(y»-y,)+J(y.-y,)=o, (46) 

ri ri ra 

cioè, in virtù delle (27), 

Questa, integrata, dà Yequaeione baricentrica delle curve anartnoniche: 

^^ ^t ^z ~ costante, (47) 

19. Il sistema che la (40) forma con C| + c, + C3=0 dà 



^\ ^f ^3 



«^1^1 P-S^S 1*3^3 

poi 



(48) 



In tal modo si trova la proprietà correlativa di quella che si è data come de- 
finizione, cioè : è costante il rapporto anarmonico della quaterna costituita 
da qualunque tangente e dalle rette che ne congiungono il punto di contatto a 
tre punti fissi. Cosi noi sappiamo costruire la tangente in ogni punto. Per co- 
struire il centro di curvatura vogliamo prima dimostrare che le curve anar- 
moniche sono un caso limite delle curve triangolari simmetriche. Quando è 
nulla la somma delle e, Tequazione (41), dopo aver sostituito al secondo 
membro il prodotto di n per una costante, si può scrivere cosi: 



n 
Ora, poiché 



^ |a/— 1 

2^c^— scostante. 



|jl"— 1 
Jim =logfA , 

n=0 n 
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8i ritrova, per n tendente a zero, l'equazione (47). Ciò premesso, per n=2 ed 
w =0, il teorema di Jamet dà p=—p\ vale a dire che il centro di curvatura 
d'una curva anarmonica^ in un punto M, è simmetrico^ rispetto ad M, del 
centro di curvatura di quella, fra le coniche conjugate al triangolo fonda* 
mentale, che tocca in M la curva considerata. 

20. Esempio, a) Un interessante esempio di linea anarmonica ci è offerto dalla 
curva potenziale d*an triangolo, cioè dal luogo dei punti M che hanno le coordi- 
nate baricentriche proporzionali ad una stessa potenza n dei corrispondenti lati. 
Tra questi punti sono sempre (§ 7, 10) il baricentro del triangolo (n=0), il cen- 
tro del circolo inscritto (n = 1), il punto di Lemoine (n=2) , ecc. Per fissare le 
idee supporremo costantemente a^> a^'^a^^ e per brevità porremo 

c, = log-^ , c,= log-l , C3=log-^ , 
«3 a^ a, 

osservando che c^'\'C^'{'C^^=0. Ciò premesso, dalla definizione 



1*1 __ !*« _ **8 



>«»• y»»* >„♦* ^ *^ i ^ n ì ^ n 

a^ a, a, a^ +«, +a^ 



(49) 



'3 

risulta subito che il luogo considerato ò una curva anarmonica, giacché ai ha 
li!^ì[i.^i\i.y=zl. Intanto le formolo (49) mostrano che, per n crescente ali* infinito, 

|X| tende all'unità, fi', e fi^ a zero. Invece per n tendente a — oo è fi, che tende al- 
r unita, mentre m e |jlj tendono a zero. Dunque della curva potenziale fanno parte 
anche i vertici A| ed A3, opposti al massimo ed al minimo lato. Come si comporta 
la curva nel dominio di tali punti? Quando M tende ad A^ , la retta MA^ tende a 
confondersi con la tangente in A^ , e però altrettanto deve fare MA, o MA, affin- 
chè il rapporto anarmonico delle quattro rette conservi il suo valore. Dunque la 
curva deve, nel vertice A^ , toccare uno dei lati; ma, per rispondere con precisione 
alla questione proposta , bisogna ricorrere alle formolo (48) , che nel caso attuale 
diventano 



yi _ yi _ y 



8 



c,a-^ c^a^-"" c^af"" ' ^ ^ 



e danno subito, successivamente, 

Vz ^3\«»/ "^ Vz 

Ora, poiché y^ non può superare a,, dev'essere limy,=:0, cioè la tangente in A, 
è A^A,. In modo simile si dimostra che la tangente in A3 è A3A,. Adunque negli 
estremi del lato medio la curva tocca gli altri lati. Ne segue che, per n infinito, 
il limite di y^ è la distanza di A3 al lato opposto, come per n tendente a — 00 il 
limite di y^ è la distanza di A^ al lato opposto, cioè: 

limy3=:_ , \\my^ = -^ . 
Ora, adoperando le formolo (50), si trova, per n crescente all'infinito, 
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Similtnente dalle (49) si deduce 



I>*altra parte, a prescìndere dal segno, la formola (44) dà, per qualunque curva 
anarnionica, 

quindi, in virtù dei precedenti risaltati, 



""fè)"'=:s • '^" 



Dunque, in generale, nel vertice A^ la curvatura è nulla o infinita: nulla se 
a^'^'^a^a^^ infinita se a^^<^a^a^. Si dimostrerebbe analogamente che in A3 la cur- 
vatura è infinita nulla, rispettivamente, nelle medesime circostanze. Fanno ec- 
cezione i soli triangoli che hanno i lati in progressione geometrica. Per essi è 
a^^ = a^a^^c^ = c^= — Vs^r ^^^^^ precedente discussione risulta che il raggio di 
curvatura negli estremi del lato medio prende valori proporzionali ai cubi dei lati 
opposti, ed è poi facile dimostrare che il raggio stesso diventa proporzionale al 
cubo del lato medio nel baricentro, dove si ha 

— ^—5^?^ 

Yale a dire che, nel baricentro, il circolo osculatore diventa uguale al circolo cir- 
coscritto al triangolo. Del resto nel caso particolare considerato la curva poten- 
ziale è una conica, perchè i valori trovati per le e riducono Tequazione baricen- 
.trica alla forma fAi'=|i.,fA3. 

òj La curva potenziale può essere prolungata fuori del triangolo attribuen- 
do valori iromaginarii ad n. Si cambii n in n-\-m\/ — 1 ; si rappresenti con 0^, 
evidentemente uguale ad mloga^ l'argomento di a/^'^"^; con r e 6 il modulo e 
r argomento della somma «1" + «,** + «3** , dopo il cambiamento di n; e si osservi 
che le (49) danno rii-'z=za^e^^*~^^'^^''\ Affinchè il punto (jA|,[Aj,|JLg) sia reale oc- 
corre che 0,- — 6 sia un multiplo di w. Posto 6^. — O^rm^ir, si ha rii.=( — 1) 'a^. ; 
quindi 

f^i — _JH___ 1^3 ] 

(— ]) ^a^ (-1) *a^ (—1) 3^3 (—1) *a,+ (^l) '^^+(—1) ^a^ 

Si può sempre supporre che tutti i numeri m^ sono pari , che un solo è dispari. 
Nella prima ipotesi si ricade sul punto M, definito dalle (49); nella seconda si ha 
un nuovo punto M', che sta in una corrispondenza semplice con M: se il numero 
dispari è iw^, il segmento MM' è diviso armonicamente dal vertice A^ e dal lato 
opposto. Come si determina v? Osserviamo che 

mc^ = 6j — 03 = (m5 — m^TZ , ecc. 

Bisogna dunque, innanzi tutto, che i mutui rapporti dei numeri e siano razionali. 
Se ciò ha luogo, si possono trovare tre numeri interi e^ ,^3,^3, primi fra loro, tali 

14 



— los- 
che e^=^^e; e fra i lati del triangolo sussiste allora una relazione della forma 

a'» a'3 = ^*i*«3 . (52) 

13 2 ^ ' 

Siccome i numeri e^^e^^e^ sono proporzionali ad w, — tn^^m^ — f^t^^t — ^«» * 
chiaro che un solo di essi ò pari, ed è e^. Ne segue che, data la relazione (52), è 
noto il numero v, perchè si ha v = 2 se e^ ed e^ sono dispari; v = l se e^ è pari 
ed ^3 dispari; v=3 se ^^ è dispari ed e^ pari. AUorchò dunque la determiDazione 
dei numeri e è possibile, la curva ammette rami (M'), esterni al triangolo, i qnali 
si deducono dal ramo interno (M) mediante una trasformazione omologica armo- 
nica, col polo nel vertice À^ e Tasse nel lato opposto. Evidentemente per v = 2 si 
ottiene un sol ramo (M'), che insieme ad (M) costituisce una specie di ovale. Ben 
diversa è la forma della curva quando v=l o v = 3: sia, per fissare le idee, v = l. 
La retta che congiunge i punti medii dei Iati À^A,,À|À3, incontra (M) in un punto 
P; ed il punto P', corrispondente a P, sta airinfinito su A|P. La tangente in P si 
trasforma nella tangente in P', cioò in un assintoto, che si costruisce facilmente 
conducendo dal punto d'incontro della tangente in P con À^Àj, asse di omologia, 

la parallela a PA^. Oli archi PA3 e PA^ si trasformano e- 
videntemente in due rami che si estendono airinfinito, as- 
sintoticamente alla retta testò costruita, e toccano il ramo 
interno in A3 ed A^ , rispettivamente, dimodoché in A3 si 
ha una cuspide ed in À^ un flesso, senza che la cnrvatara 
sia necessariamente infinita nel primo punto, e nulla nel 
secondo. Del resto, più precise informazioni sul contegno 
della curva negli estremi del lato medio si attingono sen- 
za difficoltà dalle formolo (32) e (51). La prima di queste 
conduce a scrivere s=e ' nel dominio dì A^, ed s=e * 
nel dominio di A3, mentre la (51) si pone facilmente 
sotto la forma assi n lotica p = ke ^ ^ . Ne segue che nel 
dominio di A| la curva si comporta come se la sua equazione intrinseca fosse 




1- J 



C9 



pz=:ks ""3, e nel dominio di A3 come se Tequazione fosse p = ks ^1. Ed ora ba- 
sta ricordarsi delle cose dette nel primo capitolo (§ 11,^) per completare la di- 
scussione. Adunque, riassumendo, concludiamo che la curva potenziale d*un trian- 
golo può avere tre forme ben differenti, che dipendono dalla relazione (52). Se 
questa non è verificata da alcuna coppia di numeri interi e^ ed ^3, la curva, tutta 
interna al triangolo, si ferma bruscamente negli estremi del lato medio. Se fra i 
lati si ha una relazione (52), con e^ ed e^ dispari, la potenziale è una curva chiusa. 
Finalmente, quando ^^ ^3 ò pari, la curva è aperta e consta di due rami, che 
partono da una cuspide e si estendono all'infinito, assintoticamente ad una stessa 
retta. Un ramo è tutto esterno; T altro, prima interno, s' inflette nel diventare e- 
sterno al triangolo. Trascendente nel primo caso, la curva potenziale è algebrica, 
di grado pari di grado dispari, negli altri due casi. 
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Vili. SISTEMI DI CURVE PIANE. 



1. Consideriamo una funzione continua dei punti d'un piano, ossia una 
variabile u che prenda un valore prescritto in ciascun punto M, e yarii infi- 
nitamente poco quando M subisce, nel piano, uno spostamento infinitesimo. 
Se i valori che si attribuiscono ad u son tutti reali, il loro numero è sempli- 
cemente infinito, mentre ò doppia Tinfinità dei punti del piano. Imporre ad u 
un valore costante equivale dunque a segnare nel piano una linea; e cambia- 
re il valore stesso significa passare da una linea ad un'altra. Ne segue che 
ogni funzione reale dei punti d'un piano chiude in sé la rappresentazione 
analitica d'un sistema semplicemente infinito di curve, le cui proprietà si ot- 
tengono, per conseguenza, interpretando geometricamente le proprietà della 
funzione. Importa osservare che le infinite funzioni di u non definiscono nuo- 
vi sistemi di curve: esse rappresentano tutte Tunico sistema definito dalla 
stessa u, e fra breve si vedrà che non vi sono altre funzioni atte a rappre^ 
sentare il detto sistema. 

2. Se uno spostamento ds del punto M produce nella funzione u V incre- 
mento dUì il rapporto du:ds si chiama quoziente differenziale di u nella di- 
rezione dello spostamento, e si rappresenta con ^ quando si riferisce ad 

una particolare direzione, che si vuol distinguere dalle altre. Una funzione 
ha dunque infiniti quozienti differenziali in ogni punto; ma essi dipendono in 
modo assai semplice dai quozienti relativi a due direzioni ortogonali qualun- 
que, o daXVunico quoziente relativo ad una certa direzione. Infatti, sia M" la 
projezìone dell'estremo M' del segmento M.W=ds sopra una retta che passa 
per M, e siano ds^ e ds^ le lunghezze dei segmenti MM",M"M', dimodoché 

ds. dSm 
— — = — ' -=zds 
cos co sen o) 

ì^u 
Quando si passa da M ad M'' la funzione prende il valore e^-f-^^^n poi 

questo, nel passare da M" ad M\ subisce un incremento che si può ritenere 

uguale a :r— c&s, con :r— calcolato in M, qualora si trascurino infinitesimi 

superiori. Ora, essendo u -f du il valore della funzione in M', si vede che 

du=: :r—ds.4- ~—ds^ ; 

qumdi 

du du , du 

-— z= cos 0)-^—+ seno) ..— . (1) 

ds is^ ds^ 
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Foniamo, per brevità, 

e consideriamo la direzione MN per cui si ha 

l òu ì du ^^^ 

cos Wj, = ^— , sen d)^ = — . (2) 

In questa direzione la formola (1) dà \/\u come valore del quoziente dif- 
ferenziale; poi la stessa (1) diventa, in virtù delle (2), 

~ = |/Aw.cos((o-a)j,). 

e così si vede che la direzione MN è quella della più rapida variazione di u. 
Invece nella direzione MT, perpendicolare ad MN, il quoziente differenziale 
è nullo, cioè la funzione tende a rimanere costante. Dunque MT è la tangen- 
te, e per conseguenza MN è la normale a quella curva del sistema, luogo la 
quale u conserva il valore che ha in M. 

3. Primo parametro differenziale. Si chiama parametro diffe - 
renziah primo d'una funzione Uy in un punto, il quadrato del massimo quo- 
ziente differenziale, cioè Hu. È questo un invariante, perchè ha (per defini- 
zione) un significato indipendente da qualunque sistema di riferimento. In ge- 
nerale la funzione àiU definisce un nuovo sistema di curve, che coincide col 
sistema definito dalla u quando questo è costituito da curve parallele. Infatti, 
fissati per u due valori infinitamente vicini, u ed u-^-du, che definiscono due 
curve, il segmento staccato dalla seconda curva sulla normale alla prima, a 
partire dal punto d'incidenza, è ds^=du:\/àu. Ora, perchè ds sia costante 
lungo la prima curva, occorre e basta che non varii quando non varia u, cioè 
che àu dipenda da u soltanto. Dunque, perchè il sistema definito dalla fun- 
zione u sia costituito da curve parallele è necessario e sufficiente che Au 
sia funzione della sola u. 

4. Il parametro differenziale primo si può considerare come un caso par- 
ticolare àoi parametro differenziale misto di due funzioni: 



Anche questo è un invariante. Infatti, se si scrivono le formolo (2) per le nor- 
mali alle due curve 

u=^ costante , v=: costante , 

in un punto comune alle curve stesse, si trova subito che il loro angolo, ossia 
l'angolo 4^ delle due curve, è dato dalla formola 

A(w,t?) 

008 4^= — r . 

yàu.Av 
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Questa mette in evidenza il significato invarianti vo di ^(u,v), ed inoltre 
mostra che Vannullamento del parametro differenziale misto di due funaio- 
7ii è necessario e sufficiente per V ortogonalità delle curve rappresentate dalle 
funzioni stesse. Se poi si osserva che si può anche scrivere 



1 
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òr. 


yiu . Av 
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e che per TannuUamento del secondo membro occorre e basta che v sia fun* 
zione di u, si vede che questa è anche la condizione sufficiente (cfr. § 1) e 
necessaria perchè le funzioni u ev rappresentino lo stesso sistema di curve. 



5. Secondo parametro 



• L'operazione 



d 3,3 

-— . =r cos co ^^ + sen 0) 



che fornisce il quoziente diiferenziale in una direzione qualunque, immagi- 
niamola ripetuta nella stessa direzione, supposta invariabile: sia 






ds 
Posto, per brevità, 



COSO) ,: — f-senot) 



òi)('^'^'"ò7;+««»'^ò^) 



si ottiene 



dco 



=§. 



US- ^* ' 



(3) 



/ ò» ò' ^ ò ^ ò \ 

Se questa operazione si applica anche nella direzione definita dall'angolo 
<o-f- Vt^> e se poi si fa la somma dei due risultati, si riconosce subito che la 
somma dei secondi quozienti differenziali in due direzioni (fisse nel piano) 
resta costante, in un punto, quando le direzioni variano conservandosi orto- 
gonali. È questa somma che si chiama parametro differenziale secondo della 
funzione considerata u^ e si rappresenta con A'u. Adunque si ha 

D»,» ^ a*,» ^ ^* ò», ^ ^* ò*, ' 



OTvero 



^Hh^')hik+^-)k- 



(4) 



Si chiamano poi funzioni armoniche quelle funzioni che hanno costante- 
mente uguale a zero il parametro di£ferenziale secondo. 
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6. Sistemi isotermi. Si dice isotermo ogni sistema di curve, definito 
da una funzione armonica, ed a questa funzione si dà il nome di parametro 
isometrico del sistema. Come si fa per riconoscere se il sistema definito da 
una funzione u è isotermo? Se non è A'm=:0, ciò non vuol dire che il sistema 
non è isotermo, ma solo che u non può esserne il parametro isometrico. Tale 
parametro dovrà tuttavia, in virtù dell'osservazione finale del § 4, essere una 
funzione di u. Ora, per applicare l'operazione (4) ad F(u), si osservi che 

ds'^ ds ' rf*«"~ rf5«"^ {dsj ' 

quindi 

A'F = FA*w + F"Att . (5) 

Se il sistema è isotermo, dovrà esistere una funzione F, tale che à}F sia 
nullo, e però si avrà 

Aù^ F'(uj ' 

cioè il rapporto dei parametri differenziali sarà funzione di u soltanto. In- 
versamente, se avviene che il detto rapporto si trovi uguale ad una funzione 
f(u), si ottiene, sostituendo f(u) al primo membro, nella precedente ugua- 
glianza, ed integrando, 

Evidentemente, se immaginiamo che questo valore di F si sostituisca in (5), 
vediamo che dovrà risultare A*F^O, e però il sistema è isotermo, ed am- 
mette F come parametro isometrico. Adunque, peroAé il sistema di curve, de- 
finito dalla funzione u, sia isotermo, occorre e basta che il rapporto dei pa- 
rametri differenziali di u sia funisione della sola u. 

7. Coordinate ctirvilinee. Ora consideriamo due sistemi di curve, 
definiti dalle funzioni fi e g,. Se queste non hanno fra loro alcun legame, se 
cioè (§ 4) i corrispondenti sistemi non coincidono, il numero delle coppie di 
valori di g'i e g, è doppiamente infinito come il numero dei punti del piano, e 
ciascuno di questi, M, si può considerare come rappresentato dalla coppia 
dei valori {coordinate curvilinee) di qi Q q^i che nei relativi sistemi caratte- 
rizzano quelle curve che passano per M. Poco importa se ad una coppia (g, , 
3,) corrispondono altri punti, o non ne corrisponde alcuno, e se ad uno o più 
punti non corrispondono valori di 9, e g,; noi supporremo tuttavia (ma solo 
perchè le nostre considerazioni riescano più chiare e più precise) che i punti 
del piano e le coppie {q^ , q^ siano tra loro in corrispondenza univoca. Cosi per 
ogni punto M potremo pensare che passino due sole curve {linee coordinate), 
una di ciascun sistema; e chiameremo linea gì quella che appartiene al siste- 
ma definito dalla funzione g,, e linea q^ Taltra, diguisachè linea qi sarà sem- 
pre quella lungo la quale varia la sola g^. Se A(g, ,g,)=0, i due sistemi sono 
ortogonali, ed è questa l'ipotesi che noi sempre faremo d'ora innanzi. Con- 
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Terremo inoltre di dirigere la tangente a ciascuna linea q^ e di contare Tarco 
Si nel senso in cui cresce 9^. Dirigendo poi la normale a q^ nel senso della tan- 
gente a g, , dovremo invece considerare come opposte le direzioni della nor- 
male a g, e della tangente a ji, affinchè si possano portare a coincidere le 
direzioni positive della tangente e della normale a q^ con quelle relative a 
q^ ' Ciò premesso, per le cose dette nel § 3, il segmento compreso fra due li- 
nee g, infinitamente vicine è '—d8^ = clq^•yAq^y e noi per brevità lo rappre- 
senteremo con (ìidq^. Similmente, fra due linee q^y infinitamente vicine, è 
compreso un segmento ds^ = Q^dq^ della linea g,, uguale a dq^'V^qt^ dimo- 
doché si ha, per la definizione stessa, 

|/A,. = -A , l/À,.= L, (6) 

e le Q sono, per le convenzioni fatte in principio, suscettibili di soli va- 
lori positivi Qui importa osservare che il quadrato dell'arco elementare 
d5 = J/d5i'+flb,' è dato dalla formola 

e poiché a ciascuna $< si può sostituire una funzione di g^ é chiaro che cia- 
scuna Qj si può moltiplicare per una funzione arbitraria di q^. Evidente- 
mente 

Qi e Q, sono, come gì e 9,, funzioni del punto M: esse sono dunque funeioni 
delle variabili indipendenti q^e q,. Altrettanto si può dire di qualunque 
funzione dei punti del piano. Le derivazioni parziali rispetto alle q sono poi 
legate in modo semplice alle operazioni che forniscono i quozienti differen- 
ziali definiti nel § 2, poiché si ha 

Adunque i predetti quozienti non si possono considerare come vere e proprie 
derivate se non quando Q| è funzione di q^ soltanto, e Qi di g,. Presto vedre- 
mo che ciò accade solo quando tutte le linee coordinate sono rette (coordi^ 
nate cartesiar^). 

8. Forinole fondamentali. Prendiamo come asse x la tangente in 
M (origine mobile) alla linea q^ , e come asse y la tangente alla linea q^ (nor- 
male alla 3j). Le coordinate cartesiane d'un punto fisso P debbono soddisfa- 
re, rispetto alla prima linea, alle condizioni (II, 1) d'immobilità 

Sa? y 1 , ^y ^ 

Rispetto alla g, le coordinate x e y diF sono y e —a?, e però le condizioni 
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d'immobilità diventano 

^ — — ^ — 1 ^^ ^y 

Osserviamo intanto che la funzione co, considerata nel § 5, differisce solo nel 
segno dalla funzione costantemente rappresentata con 9 nel primo capitolo, 
e però si ha 

1 09 ()co ^ 1 J)<p So) Q 

Pi 9*4 35| ^« » p^ ^g^ j)j^ 

Dopo ciò si vede che fe condizioni necessarie e sufficienti per Vimmobiliià 
del punto (x , y) sono 

Se poi si vogliono le Tarlazioni delle coordinate d'un punto P, quando Tori- 
gine passa dalla posizione M ad un'altra M', in una direzione che fa uà an- 
golo qualunque co con l'asse x, è chiaro che si ha 



ds 

£y 

ds 



=(ì;+^*'"+>)"""+(ì;-^'") 



costo 



Son queste le formale fondamentali per l'analisi intrinseca delle coppie di 
sistemi ortogonali di curve piane. 

9. Condizioni d* integrabilità. Date le funzioni « e v proponia- 
moci di trovare la condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza d'una 
funzione f, tale cJie sia 

Per le (8) ciò equivale a chiedere la condizione perchè Q^u e Q^v siano le 
derivate parziali prime d'una funzione fiqx^q^j ed è noto che tale condi- 
zione è 

()Q.w 'òQ.u 1 3Q,t? 1 ag.w 

— — =~-^- , ovvero 77--^- = — -^-- » 

cioè, sviluppando, 

Sm òi? ()logQ, SlogQ, 

' zziv — = — U — — — - 

Se in questa eguaglianza si sostituiscono i valori (10), si vede che, qualun- 
que sia f dev'essere soddisfatta la condizione 

^ a^ ^ aiogQ, & òiogQ, a 
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Questa si applichi alla funzione x, tenendo presenti le (9). Prima si ha 

Zf__ ^- Mimica (2^. 
quindi, per la (11), 

Operando analogamente sulla funzione y si trova 

Queste relazioni debbono aver luogo qualunque siano i valori di ri; e di y. 
Se, per esempio, si considera ristante del passaggio di M per un dato punto 
fisso P, si ha :» = 0,y = 0, e le fonnole (12) e (13) ci danno 

Dopo ciò la condizione d'integrabilità si può porre sotto la forma definitiva 
e la condizione (11) diventa 



{h'^'ì^rih^'ì-k ■ <'^' 



10. Relazione di Lamé. Le curvature ^i e ^, non sono indipen- 
denti runa dall'altra. Portando infatti i valori (14) nelle uguaglianze (12) e 
(13), queste si riducono all'unica 

f- + f'+^,'+9.'=0. (.6) 

che si chiama relazione di Lamé, ed esprime (come risulta da un facile 
calcolo) la condizione necessaria e sufficiente per Vesistensa di due funziO" 
ni X, ed x, di q, ^ q,, tali che dx^' + dx,' rappresenti il quadrato delV arco 
elementare. Posta sotto la forma 



-(l;+'?')^-=(l;+'^')'^' ■ <"> 



la relazione di Lamé ci dice subito che ^j e — ^, sono i quozienti diflferen* 

zialì d'una funzione co, come già si sapeva per le (3). Alla (16) si può dare 

15 
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un'altra forma, ponendovi per le ^ i valori (14). Se si osserva che 

la relazione (16), dopo essere stata messa sotto la forma (17), diventa 

È anche utile notare la forma (dovuta a Lamé) che prende, mercè le (18), 
Toperazione (4): 

11. Per una funzione armonica u l'operazione (4) deve dare A*u=:0, cioè 
dev'essere 

e però ^r— e — y" ^^^^ ^ Quozienti differenziali d'una funzione t; : 

3m 'òv Du òv 

Intanto si noti che i sistemi definiti dalle funzioni u ev sono fra loro orto- 
gonali, perchè A(w,«;) = 0. Ora, in virtù di (15), 

Dunque v è armonica, vale a dire che quando, in una coppia di sistemi or- 
togonali di curve piane, un sistema è isotermo, anche l'altro è isotermo. A 
questo teorema si giunge anche utilizzando la regola data nel § 6 per rico- 
noscere se un .sistema è isotermo. Si applichi infatti l'operazione (4) a g^ e 
Qi , tenendo presenti le (7). Si ottiene, facendo uso delle (18), 

poi, ricordando le (6), 
e finalmente 

ì>q^ Ag, ^q^ Hq^ 

Questa formola mostra chiaramente che la condizione enunciata in fine del 
§ 6, quando è soddisfatta per uno dei sistemi, è soddisfatta anche per l'altro. 
Se poi per q^ e g, si scelgono i parametri isometrici, dalle (19) risulta che il 
rapporto di Qi a Q, è costante, e che, viceversa, ciò non può accadere se non 
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quando q^ e g, sono funzioni armoniche. Ne segue che le coppie ortogo- 
nali isoterme di curve piane sono caratterizzate dalla possibilità di rendere 
Q, = Q2, giacché si può sempre moltiplicare per una costante ogni funzione 
Q o g. Allora Tarco elementare è dato dalla formola 

e basta prendere dq^=:dq^ perchè sia ds^ = ds^ in ogni punto. Ciò si suole 
esprimere dicendo che ìe curve di qualunque doppio sistema ortogonale iso^ 
termo dividono il piano- in quadrati infinitesimi. 

12. Per assicurarsi che un doppio sistema di linee coordinate ortogonali 
è isotermo, basta vedere se uno dei sistemi è isotermo, e però si deve avere, 
applicando ad una delle (19) il criterio dimostrato nel § 6, 



Con due integrazioni successive si riconosce che il rapporto delle funzioni Q 
dev'essere uguale al prodotto d'una funzione della sola q^ per una funzione 
della sola g, . £ questa la proprietà caratteristica delle funzioni Q nei dop- 
pii sistemi isotermi. Per esprimerla nelle ^ osserviamo, ricordando le (14), 
ohe 

Dunque, perchè le funzioni ^i e ^, (necessariamente vincolate dalla rela- 
zione di Lamé) definiscano un doppio sistema isotermo, occorre e basta che 
si abbia 

Ciò equivale a dire che la funzione co, che comparisce nelle formolo (3), è ar- 
monica, perché si ha 

13. Forinola di Bonnet, Serve questa formola a far conoscere, ia 
ogni punto M, la curvatura di quella linea che, nel sistema definito da una 
funzione u, passa per M. L' inclinazione co della tangente a tale curva, in M, 
si sa calcolare, come si è visto nel § 2, scrivendo 



d'onde si trae 



cos (0 .;r — h sen W ;^— = , 

1 9m 1 3w ._-. 

006 0)=: ^r— , senco = inz ■:^— i (21) 
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purchè si abbia cura di fissare i segni in modo che, tenendo presenti le for- 
mole (6) e (7), sia co=0 per u=iq^,ed a)=*/,iT per u=q^. Sia 9 l'inclina- 
zione della tangente alla linea $1 sopra una retta fissa; saranno 9 + Vs^ ^ 
9-I-C0 gli angoli analoghi per la linea 9, e per la curva considerata. Dunque 

poi 

— - = — ■(SjCosa>+<|j8eiKo + — - . (22) 

D'altra parte si ha 

dtù 9a> , So) ò 3 

--— = cosa>^r — f-senw-^r— = x— -seno) — ^r— cosco . 

ds os^ os^ os^ os^ 

Dunque 

Ora, sostituendo in questa uguaglianza i valori (21), si ottiene 






cioè, finalmente, 

1 A'« . ./ 1 \ 

Cosi è nota la curvatura in forma esplicitamente invariantiva. 

14. Esempii : aj Si considerino le trajeiiorie ad angolo costante delle linee 
d'un sistema, cioè le curve che incontrano le dette linee, per esempio le linee q^^ 
sotto r angolo costante co. Evidentemente per ogni punto M passano infinite tra- 
jettorie, ciascana delle quali corrisponde ad un valore di co. La formola (22) dà 

— = — C^^cosco + ^^jSenco , 

r 

e mostra che i centri di curvatura di tutte le trajettorie^ in ciascun 'punto M , 
appartengono ad una retta, rappresentata dall'equazione 

<i.^+<iiy + i=0. (23) 

Sia <p rangole che la tangente ad una linea coordinata fa con una retta fissa, e si 
consideri il sistema definito dalla funzione 9, cioè quel sistema in cui ogni curva 
è tale che, da un punto all'altro, non varia la direzione delle tangenti alle lìnee 
coordinate. L'equazione della tangente ad una curva del sistema 9 è ^^x =(^^, 
e però la retta (23), corrispondente ad un dato punto M, è parallela alla normale 
a quella curva del sistema, che passa per M. Ne segue che tale curva tocca nei 
loro punti d'inflessione le traiettorie ad angolo costante delle linee coordinate. 
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Sono notevoli anche i sistemi definiti dalle funzioni ^i e <§,, dei quali fanno parte 
i laoghi dei flessi e delie cuspidi delle linee coordinate. Quando M si sposta in una 
direzione che fa T angolo co con Tasse a?, si trova, applicando le formolo (9) alPe- 
quazione (23), e ricordando la relazione di Lamé, che la retta (23) tocca il suo in- 
viluppo sulla retta 

Questa equazione ò soddisfatta qualunque siano ce ed y, per un certo valore di co, 
solo quando è nullo il determinante funzionale delle ^. Allora Y infinità doppia 
delle rette (23) si riduce ad una semplice infinità; ma bisogna osservare che ciò 
accade anche quando non esiste un sistema (^, cioè quando, per essere (^^ o (^^ co^ 
stante, uno dei sistemi fondamentali è costituito da circoli uguali o da rette. In 
questo caso le rette (23) sono evidentemente le normali alla curva che inviluppa 
i circoli le rette del sistema. Così possiamo spiegarci sotto un nuovo punto di 
vista le note costruzioni (I, 11, e; II, 13, e) del centro di curvatura della spirale 
logaritmica, delle sviluppanti delia catenaria, ecc. Nel caso generale si deduce 
dalla (24) che le rette (23), quando M si sposta lungo una linea coordinata, toc- 
cano il loro inviluppo sulla normale ad una curva ^. 

ò) I circoli osculatori delle linee coordinate, in un punto M, sono rappre- 
sentati dalle equazioni 

oo* + y* + ^y = , a,«4-y» + l-a: = . 

Derivando la prima rispetto a g,, la seconda rispetto &q^,ed osservando le (9), si 
ottiene 

<^.x+^,y + l+yAiog^ -0 . <Ì,«+<Ì.y + l + a:^log^,=0 . (25) 

Dunque ciascuna circonferenza tocca il suo inviluppo sopra un diametro dell'altra. 
E poi facile riconoscere che, in virtù della relazione di Lamé, i due diametri sono 
perpendicolari, e che uno dei due inviluppi ò reale, Taltro immaginario. Ora pro- 
poniamoci di trovare la condizione che dev'essere soddisfatta affinchè i circoli o- 
sculatori delle linee g,, lungo una linea q^^ costituiscano un fascio. Per questo oc- 
corre, evidentemente, e basta che la retta rappresentata dalla seconda equazione 
(25) sia fissa nel piano. Intanto, se si deriva ancora la detta equazione rispetto a 
q^, tenendo conto delle (9), della relazione di Lamé, e della stessa equazione pri- 
mitiva, si ottiene 



^/a . oca \ ^^« - ,/ ^^' 



e però la condizione cercata è che ^^ sia indipendente da q^ , cioè che ogni linea q^ 
sia un circolo. Dunque i circoli osculatori delle trajettorie ortogonali di qua- 
lunque semplice infinità di circonferenze ^ lungo ciascuna di queste, formano 
un fascio. Questa è, del resto, un'immediata conseguenza del noto teorema: icir- 
coli ortogonali a dite circoli dati formano un fascio, il cui asse è il comune dia- 
metro dei due circoli. Basta considerare due circoli infinitamente vicini, in un dato 
sistema , per ritrovare il primo teorema , e per vedere inoltre che V asse del fascio 
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dei circoli osculatori è la tangente al luogo dei centri. Segae poi dal teorema ates- 
so che ogni doppio sistema ortogonale di circoli consta necessariamente di due 
fasci. Gli assi dei due fasci, cioò le rette rappresentate dalle equazioni (25), sono 
perpendicolari, e contengono i centri di tutti i circoli: uno incontra le corrispon- 
denti circonferenze in due punti reali A ed A', Taltro in due punti immaginarli , 
ed eccezionalmente in due punti reali coincidenti. Con un calcolo facile si trova 
che, se 2a è la lunghezza del segmento AA', si ha 






"" ^"^1-31 3±-3l 

Invece la lunghez za de l segmento staccato sull'altra retta dalle corrispondenti cir- 
conferenze è 2ay — 1. 

e) Cerchiamo di studiar meglio i doppii sistemi ortogonali di circoli, evi- 
dentemente caratterizzati dalle uguaglianze 

e per conseguenza isotermi, giacché la condizione (20) è soddisfatta. I calcoli ac- 
cennati nel precedente esempio si possono qui ripetere più speditamente, dopo a- 
vere osservato che, per la relazione di Lamé e la condizione (15), dalle (27) si 
deduce 

ì)sfis^ ' ì>s^ì)s, ^» as, ' q^ av ^^ '^ ^h ' 
a*,a*4 ' ììsfis^ ^* h^ ' q^ 7)s* Ds, a*, 

Servendosi di queste relazioni si giunge più facilmente a stabilire che le rette (25) 
sono fisse nel piano. Ora vogliamo determinare le <^, e per questo supporremo che 
q^ e q^ sono i parametri isometrici, e ricorderemo (§ 11) che si può sempre fare 
in modo che sia Q^ = Q,. Così le (14) danno 

e la relazione di Lamé diventa 



i(f+f:)+^*+'5'-»- <='> 



Col derivar questa rispetto a g^ ed a q^ si ottiene 



Q dq,''~^*\dq, dqj ' Qdq* ^'\dq, dqj' 



poi 



«i. dq,* "^ q, dq,^ 
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Siccome il primo termine è indipendente da g^ , ed il secondo da g,, bisogna che 
tutti e dae siano costanti, e si ò in tal modo condotti a porre 

Se assumiamo come linee g« le circonferenze che passano per A ed A\ la stessa 
retta A A' è una linea q^^ che noi possiamo sempre immaginare rappresentata dal- 
l'equazione 9,=0. Allora per soddisfare alla prima equazione (30) bisogna pren- 
dere (^^ =: Xsenkq^. All'altra equazione si soddisfa solo prendendo 

con (JL e |x' costanti arbitrarie come X. Intanto dalle (28) si trae, integrando, 

---.r=XcosAg, — (jJLC * — Ja'^" ^)-\' costante ; 

poi si trova, sostituendo in (29), che T ultima costante è nulla, e che fra le altre 
intercede la relazione X*-|-4)jifji'=:0. Se una delle costanti [t. o [t! ò nulla, per e* 
sempio fi', dev'essere anche X=0, e si ha (^^ = , (^, = p^*^i . Allora le linee q^ 
formano un fascio di rette, e le linee q, sono circonferenze concentriche. Se fi 
e fj.' non sono nulle, sappiamo {cfr. II, 7, n) che si può sempre supporre fi=±:fi', 
e nel caso attuale è necessario che sia f&== — fji'=Y,X. Quindi 

(5,=XsenAg, , (|,= A(e*^i -e"*^.) . (31) 

Quale caso limite, per k tendente a zero, troviamo ^i =9tf ^s = 9i) come, del 
vesto, si può dedurre direttamente dalle (30) per A = 0. In questo caso la (26) mo- 
stra che a è nullo, e però i due sistemi sono composti dai circoli che toccano 
due rette perpendicolari nel loro punto comune. Nel caso generale ò sempre le- 
cito prendere A = l, e la sostituzione dei valori (31) in (26) dà Xa=±:l. Dunque 

^ sen^, ^ e^i^-h 

L'interpretazione geometrica della prima formola mostra che q^ è Tangolo AMA'; 
poi la seconda conduce a riconoscere che q^ ò il logaritmo del rapporto M A':MA. 
dj Qualunque curva piana dà origine ad un doppio sistema di curve quan- 
do ad ogni arco si fa corrispondere un punto del piano. Gli archi d'una curva sono 
infatti in numero doppiamente infinito, e ciascuno di essi ò rappresentato dalla 
coppia dei valori <;i e <;,, che prende negli estremi la lunghezza dell'arco «, contata 
a partire da un'origine fissa. Un modo semplice di realizzare tale corrispondenza 
consiste nel prendere il baricentro G di ciascun arco A, A, . Allora i due sistemi 
definiti dalle funzioni <; costituiscono il sistema unico delle linee baricentriche 
(VI, 3) della curva data. Per ogni punto G passano due linee, cioò le due baricen- 
triche che toccano la curva data negli estremi del corrispondente arco ; e noi già 
sappiamo che le tangenti in G alle due linee sono appunto GA^ e GA,. Per co- 
struire un doppio sistema ortogonale di linee condurremo per l'origine G due assi 
ortogonali, orientandoli in modo che delle tre uguaglianze 



a:ds=:0 , I pds = , I ooydsz=:0 , 
«1 ^1 «1 



(32) 
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sia vera anche la terza. I quozienti differenziali relativi ai naovi assi si esprìmono 
cosi: 

A = ^A + ^A A=:^Aj_^JL (33) 

Se poi si rappresenta con D il determinante funzionale delle q, necessarìamente 
diverso da zero, si ha pure 

J_ = 1P1«_1_^«A\ A = l/^_i__^Ì*AV (34) 
'^q^ D \òs^ ^s^ '^s^ 'òsj ' 3(;, D \'às^ òs^ 3«, "òsj ' 

Basta derivare le prime due relazioni (32) rispetto alle q, applicando le forinole 
(34) e (9), per ottenere 

dove co^ ed y^ sono le coordinate di A^, e (7 rappresenta la lunghezza dell' arco 
A^Aj. Dunque, rappresentando ancora con t il doppio delP area del triaDgolo 
GA,A| , si ha 



(7« a?, y. 



D« 



= ^*^' 



e finalmente, poiché D non può essere sempre nullo, TD = a^ A questo risultato 
si perviene anche osservando che, se 4^ è l'angolo delle due baricentriche che s* in- 
crociano in G, e se r^h la lunghezza del lato GA^, si ha successivamente 

D.. ,/ir_»„ ._ !Vj? '* 



Ciò pr«me880, le (33) e le (34) diventano 



_3 
3« 



Fin qui non si è tenuto conto del particolare orientamento degli assi, definito dal- 
Tultima eguaglianza (32). Ora, applicando le (36) e le (9), e ponendo 






si trova 



- 1 oryds=^x^t/^'^x{(^^x^—(^^y^) , 



3? 



«I 






M 



* 
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poi, per le (35), 



T 



è-J^^*^'- 



e 



1 



-- I ocyds=--^[xT(%,--T^r^(y^ — y;)] 



«1 



Dunque 

(^. = (.^.-.r,)Mj , (^, = (y^_y,)^* . (37) 



Intanto ò utile trasformare le condizioni (9) in modo da farvi comparire le deri- 
vate relative alle <;. Si trova facilmente, merco le (36), 

de;, \ X J a ' d<;, \ x / <7 

SoD queste le condizioni necessarie e sufficienti per Vimmobilità del punto 
(x ,y). Qui bisogna osservare che le formolo di sinistra sono applicabili «nche ad 
j7,,y,, perchò nella derivazione parziale rispetto a «;, il punto À, resta immobile. 
Similmente sono applicabili ad x^^y^ le formolo di destra. Se poi si vogliono le 
altre derivate, per esempio le derivate di x^ ed y^ rispetto a ^p bisogna tener conto 

dello spostamento di A,, ed aggiungere alle espressioni di ~ - e -^^-^, ottenute 

ix dy ^^t ^^i 
applicando le formolo di sinistra, i valori di -^—^ e -;r~^i cioè il coseno ed il seno 

deli* inclinazione della tangente alla curva, in A, , sulFasse x. 

e) La curva che dà origine ad una coppia baricentrica di sistemi di linee 
ortogonali appartiene ad uno di questi sistemi. É infatti evidente che, fissato per 
^ un valore qualunque 5, se si fa poi tendere ^, ad 5, un asse tende a diventare 
tangente alia curva, l'altro normale. Scelto il primo come asse a?, si riconosce, te- 
nendo presenti le relazioni 

&<;, Ds ()(7 ' ()<;, Da ' 

che per soddisfare alle formolo precedentemente ottenute, con serie che procedano 
secondo le potenze di a, si deve prendere 

— _ — 4_>^4-_^ -ii.4- _ g' o^ d l 
^^'^ 2 "'"48p*'^120rf5 p*"^ ' ^*""l2p'*'3ÒdÌ^7"^ 

^*~ 2" 48p« SOrfjp^"^ ' ^»"^12p"*"20di7 

È poi facile dedurne 

'^""l2p"^24rfi p "^ ' ^""12 180p''^ 

Queste formolo agevolano la discussione dei fatti geometrici del doppio sistema 

16 
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nel dominio della curva considerata. In particolare per «7 = le formole (37) di- 
ventano 

e mostrano che non ogni sistema doppio ortogonale si può considerare come bari- 
centrico rispetto a qualche curva, perchè bisogna che lungo una delle lioee che 
lo compongono, per esempio lungo una certa linea g^^ la curvatura delle lìnee 
q^ prenda i valori 

Del resto è chiaro geometricamente che i doppii sistemi baricentrici sono specialis- 
simi. Così, per esempio, un doppio sistema di circoli ortogonali non è, in generale, 
baricentrico , perchè tale potrebbe essere solo per una delle sue circonferenze, 
mentre è ovvio che il doppio sistema baricentrico d*una circonferenza è costituito 
dalle circonferenze concentriche e dal fascio dei comuni diametri. 



IX. CURVE STORTE E SUPERFICIE RIGATE. 



1. Triedro fondamentale. La tangente ad una curva qualunque 
dello spazio a tre dimensioni, in un dato punto M, si definisce (c/'r. 1, 1) come 
per le curve piane. Normali, in M, sono le infinite perpendicolari elevate per 
M alla tangente, le quali stanno in un piano, che si chiama piano normale. 
Se, col tendere di M' ad M, la retta comune ai piani normali in M ed M' tende 
ad una posizione limite, in questa essa prende il nome di asse polare. Una 
delle infinite normali è parallela all'asse polare, un'altra gli è perpendicola- 
re: la prima si chiama binormale, l'altra normale principale. Uno dei piani 
che passano per la tangente contiene anche la binormale, un altro contiene 
la normale principale: il primo si chiama piano rettificante, Taltro lìiano 
osculatore. Così in ogni punto d'una curva avremo da considerare un triedro 
trirettangolo, che ha come spigoli la tangente, la binormale, la normale prin- 
cipale, e come facce il piano normale, il piano osculatore, il piano rettifican- 
te. Siccome l'asse polare si può considerare come l'intersezione di due piani 
normali infinitamente vicini, si può anche dire che la binormale è perpendi- 
colare a due tangenti infinitamente vicine. Con ciò si vuole soltanto esprime- 
re brevemente che la binormale, in M, è la posizione limite della comune per- 
pendicolare alle tangenti in M ed M\ quando, fissato M, si fa tendere M' ad M. 

2. Curvature ed equazioni intrinseclie. Posta l'origine delle 
coordinate nel punto M, mobile lungo la curva, prenderemo costantemente 
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come asse x la tangente, come asse y la binormale, come asse a la normale 
principale. Consideriamo il triedro degli assi dopo che Torigìne si è trasfe- 
rita da M nella posizione infinitamente prossima M'. Per Tosservazione fatta 
in fine del precedente paragrafo è chiaro che si ha cos(y,5?') = 0. Ne segue 
che la tangente x e la binormale y si possono considerare come parallele ai 
piani ex e ^y rispettivamente. Quindi, se $9 è Tangolo di due tangenti infi- 
nitamente vicine, è cos(jer,a;') = d<p; e se ^^^ è l'angolo di due binormali infini- 
tamente vicine si ha cos {j3,y') = d^, a prescindere da infinitesimi superiori. 
I rapporti dei differenziali di 9 e ^ a (7^ (cioè i limiti dei rapporti di ^9 e d^ 
alla lunghezza deirarco MM', quando M' tende ad M) misurano le curva- 
ture della linea considerata, nel punto M; e si distingue la prima col nome 
di flessione, Taltra col nome di torsione. Poi, se si pone ds'=pd(^ = rd^y i 
numeri p ed r, inversi delle curvature, misurano due lunghezze, che si chia- 
mano raggio di flessione e raggio di torsione. La flessione d'una curva storta 
consiste dunque, come per le curve piane, nel più meno rapido allontanarsi 
della curva dalla tangente, e la torsione sta invece nel modo più meno ra- 
pido con cui la curva tende a scostarsi dal piano osculatore. Evidentemente 
le curve piane sono caratterizzate dal fatto che la loro torsione è nulla. Ciò 
premesso^ per completare il quadro dei coseni direttori degli assi di origine 
M' rispetto a quelli di origine M, vogliamo prima osservare che, se si pre- 
scinde da infinitesimi superiori, i coseni degli angoli (x,x), ecc., si debbono 
ritenere uguali all'unità, perchè si ha, per esempio, 

cos (a? , x) = CCS §9 = 1 — — (^9)' -f . . . ; ecc. 

poi, per la perpendicolarità degli assi x ed y\ x e /, y' e /, 

cos(a:,y') = , cos(a7,^')=: — ^9 , cos{y,z) = — di^ , 

e si può quindi scrivere il quadro dei coseni direttori nel seguente modo: 

X V z 



oc 

y 

z 



1 6/9 ^^^ 



1 d^ 

— d(^ — d'^ \ 

Questo quadro mostra che, per poter discutere la curva nel domìnio di cia- 
scun punto, basta conoscere le funzioni 90^, basta cioè darsi p ed r in fun- 
zione di s. Le equazioni 

dalle quali si possono trarre, per una data curva, ì valori delle curvature in 
ogni punto, si chiamano le equazioni intrinseche della curva. Presto vedremo 
che la loro conoscenza permette anche di determinare in modo unico la for- 
ma dell'intera curva, a prescindere dalla posizione che questa occupa nello 
spazio. 
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8. Forinole fondamentali. Bispetto al triedro di origine M siano 
x.y^e (funzioni di s) le coordinate d'un punto P, generalmente mobile con 
M, e siano a; + §a;,y + §y,if + 5;0f le coordinate del punto F» corrispondente 
ad M' sulla trajettoria che va descrivendo P. Le coordinate di F rispetto 
agli assi di origine M' sono a;-rete,y + d|y,£r + (ier, e però, tenendo presente 
il quadro (1), e chiamando M,t;,w le coordinate (infinitesime) di M': 

y-f^y = »+y + dy-(^+d^)d^; , (2) 

z-\-^z=i%o-{-[X'\-dx)df^-\-{y-{'dy)d^-\-z-\'dz . 

Noi vogliamo limitare il nostro studio a quelle curve, per le quali sia lecito 
asserire, conje per le curve piane, che il limite del rapporto dell'arco MM 
alla corda, quando M' tende ad M, è uguale all'unità. Siccome, per la defini- 
zione stessa della tangente, si ha 

lira = 1 , lim =rO , lim = , 

e d'altra parte l' ipotesi testé fatta si traduce in 

lim =1 , 

si ha pure 

Iim — = 1 , lim- = , lim — = . 

OS OS OS 

Possiamo pertanto nelle (2) sopprimere v e w, e sostituire ds hd u; divi- 
dendole poi per ds si ottengono le formale fondamentali: 

^j;_d^_ 2^ ^y__f^y__^ ^f — ''? L ^4_i^ (3) 

c/5 ds p ' c/s ds r ' ds ds p r 

Le (2) sono applicabili anche ai coseni a,^,Y» cl^6 definiscono una direzione 
qualunque, purché vi si sopprimano u,f;,«;. Ne segue che per le direzioni 
si ha 

??=:^_-X , ^l^^l^l. ^ = ^4.ill + A . (4) 

ds ds p ' ds ds r ^ ds ds p r ' 

Cerchiamo finalmente le formolo fondamentali relative alla retta. Per coor-» 
dinate d'una linea retta possiamo assumere i suoi coseni direttori a,p,Y, e 
le quantità 

è=Yy — P^ » '(\=^az—xx , ^=pa?-ay, (5) 

evidentemente legate ai coseni dalla relazione identica 

a4+PiQ+Y?=0 , (6) 

ed indipendenti dalla posizione del punto {x,y^z) sulla retta, giacché re- 
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stano inalterate quando ad x^y.g si sostituiscono rispettivamente x + atf 
^ + ^^y^ + T^9 qualunque sia t Ora basta applicare alle (5) le formolo (3) e 
(4) per ottenere 

ds ds p ' ds ds r ^ ' ds ds '^ p '^ r '^'^ ' ^ ^ 
Queste sono, insieme alle (4), le formolo fondamentali per le rette. 

4. Dalle (3) risulta che per V immobilità del punto (x,y,z) occorre e ba- 
sta che sia 

dx z , dy z dz x y 

ds p ds r ds p r ^ ^ 

Eissiamo T origine degli archi in un punto qualunque della curva, in cui le 
curvature (che noi sempre supporremo funzioni continue delParco) abbiano 
valori finiti ; e siano x.y.aìe sue coordinate rispetto al triedro fondamentale 
in un punto infinitamente vicino. Evidentemente x,y^0 sono infinitesimi con 
5, e poiché le condizioni (8) debbono essere soddisfatte, si ha, applicando il 
teorema di Y Hospital : 



lim — orlimi 1 ) = 

« VP / 



V z 

lim ^ = lim — =0 



r 



.^e segue 








lim -— = — 


2 8 \p ^ rj \ 


poi 




lim -3=-- lim — = 
s^ òr «* ^pr 



Ora, poiché trasferire Torigine degli archi nel punto W{s-\'ds), infinitamente 
vicino ad M(5), equivale a porre $-}-^^ = 0, le espressioni delle coordinate 
«,t;,u; di M' rispetto agli assi di origine M si ottengono cambiando sm —is 
nei precedenti risultati, dimodoché si ha 

ds^ ds* 

W^ds . 1? = . tt?=: . W\ 

u US , V ^^^ ' "^ 2p ^^ 

Dunque i piani che contengono la tangente in M sono caratterizzati, fra tutti 
quelli che passano per M, dal fatto che la loro distanza ai punti infinita- 
mente vicini ad M é infinitesima di ordine superiore, e per un solo di essi (il 
piano osculatore) la distanza stessa è infinitesima almeno del terzo ordine. 
Ne segue che ogni arco sufficientemente piccolo, preso intorno ad M, é situato 
da una stessa parte di qualunque piano condotto per la tangente in M, ad 
eccezione del piano osculatore, che, in generale, attraversa la curva» Quando 
si trascurano gli infinitesimi del terzo ordine si può supporre M' situato nel 
piano osculatore, e se si trascurano anche quelli del secondo ordine si può 
addirittura considerare M' come situato sulla tangente. Per conseguenza, in 
quelle questioni, per le quali é lecito trascurare gli infioitesimi superiori, é 
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anche lecito assimilare la curva ad una linea poligonale MM'M''. . . . dai lati 
infinitamente piccoli, e considerare la tangente come la retta su cui giace un 
elemento MM', il piano osculatore come il piano determinato da due ek- 
menti consecutivi MM' ed M'M"; ecc. E si passa da una posizione del triedro 
fondamentale alla posizione successiva facendo scorrere di ds il vertice sulla 
tangente, e facendo poi ruotare gli spigoli intorno al vertice in modo che 
acquistino i coseni direttori (1). Sisulta finalmente dalle (9) che se un os- 
servatore cammina sulla curva tenendo la testa sulla parte positiva della 
normalci e procedendo nel senso in cui cresce $, egli vedrà la curva elevarci 
abbassarsi secondo che p è positivo o negativo, e la vedrà volgere a sini- 
stra a destra secondo che r ha il segno di p o il segno opposto. 

5. Ora vogliamo dimostrare che ogni coppia di equazioni intrinseche 
determina in modo unico una curva, almeno fra limiti convenienti di s, entro 
i quali le curvature siano funzioni finite e continue dell'arco. È noto che in 
tali condizioni esiste sempre una terna di funzioni x,y,e, ed una sola, che 
soddisfa alle (8) e si riduce, per 5=0, ad a, &, e. Evidentemente x,y,B sono 
(se la curva esiste) le coordinate, rispetto al triedro di origine M, di quello 
stesso punto che, nel triedro relativo al punto 0, origine degli archi, ha le 
coordinate a, 6, e. D'altra parte, in virtù delle (4), le condizioni necessarie e 
sufficienti per V invariabilità della direzione (a,p, y) sono 



(10) 



" ^t^Kmr» " " ^ m^m.^ ^^^^ —.^—^ _— _^ ^^tmmm ^^^^ ~^^^ " ' " " ( 

ds p ds r ds p r 

Si noti che, se a,p,Y ed a ,^',y sono due terne qualunque di funzioni sod- 
disfacenti alle (10), si ottiene successivamente, in virtù delle stesse (10), 



-(aa+pp'+rr') = 



aa -f" PP + "rr' ^= costante. 



Ne segue che, se si determinano le tre terne di funzioni contenute nel primo 
dei quadri 



a. 



a. 



a. 



Pi Ti 

P, r. 

P3 Ta 



1 











1 











1 



in modo che, soddisfacendo alle (10), prendano, per 5=0, gli omologhi va- 
lori segnati nel secondo quadro, si avrà costantemente 



«,«,■ + Pi Pi + TiYy= 



1 se tr=j 
> i^j 



cioè il determinante rappresentato dal primo quadro è ortogonale. Ed ora è 
chiaro che gli elementi di tale determinante sono appunto i coseni direttori 
degli assi di origine 0, rispetto a quelli di origine M, perchè danno le dire- 
zioni dei predetti assi per 5 = , e d'altra parte soddisfano alle condizioni 
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CIO), sufficienti per T invariabilità delle direzioni stesse. Ciò premesso, è sem* 
pre lecito porre 

e sì riconosce poi, sostituendo questi valori nelle (8), e tenendo presenti le 
(10), che le nuove funzioni incognite ^0*^0*^0 soddisfano alle stesse (8), e 
debbono tutte ridursi a zero con 5. Esse sono dunque pienamente determi* 
na»t6, ed è chiaro che rappresentano le coordinate di rispetto agli assi di 
orìgine M. Ora noi possiamo, per ciascun valore di 5, determinare le costanti 
c&jbyCÌn modo che rappresentino le coordinate di M rispetto agli assi di 0- 
rìgine 0: basta (immaginando ristante del passaggio di M per un punto fis- 
so) porre x,yjjsf uguali a zero nelle precedenti relazioni, e risolvere il sistema 
rispetto ad a, 6, e: 

[ cz= — («aaJo + PaJ/o + Ya^o) • 

Così è determinata in modo unico la curva definita dalla data coppia di e- 
quazioni intrinseche, giacché, variando s, son note le coordinate a, 6, e di 
tutti i suoi punti rispetto ad una terna di assi immobili. 

6. È interessante osservare come dalle (11) si possa rapidamente dedur- 
re, mercè le condizioni d'immobilità (8) e (10), tutta Tordinaria teoria delle 
curve storte. Si trova infatti, derivando, 



ds ds ds 

poi 



ó^a Yi ^^ T« ^^ Y3 



(13) 



o derivando ancora: 



d^a d \ a^ p^ .... 

ds^ ds p p* pr 

Dunque , quando si fa uso di assi immobili^ le derivate j)nme delle coordi- 
nate rispetto air arco sono uguali ai coseni direttori della tangente, e le de- 
rivate seconde sono proporzionali ai coseni direttori della normale princi" 
pale. Per la binormale si ha 

/dcd^b dbd*c\ 
P, = «3r,^a.r3=(^^-^^JP. ecc. (15) 

Quadrando e sommando le (12) si ottiene la formola 

ds^ = da^ + db* + dc* , 

che permette di calcolare Varco quando le coordinate sono date in funzione 
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d'una variabile qualunque. Quadrando, invece, e sommando le (13), si trova 
la formola 






che fa conoscere la flessione quando ^ è la variabile indipendente. Alla for- 
mola generale (cioè non vincolata alla scelta della variabile indipendente) 
si giunge operando analogamente sulle (15). Se poi le (14) si moltiplicano 
per ?i^^t,?9^eBÌ sommano, si ottiene, osservando le (15), 

1 I da d^a d^a 



r?' 



ds ds* ds^ 
dò drb d^b 



ds^ 



ds ds* 

de d*c d^c 
ds ds^ ds^ 

Serve questa formola a calcolare la torsione quando già si conosce la fles- 
sione. 

7. Digressione sulla retta: aj È noto che Tangolo 6 di due direzioni (a, ^ , y) 
ed (a' ,p ,y) ò dato da una (qualunque) delle seguenti formolo : 

co8e = aa+pp' + YT' , 8en'6 = (pY-rP? + (T«-«YT + («P -pa^ • 

Se le direzioni (a , P , y) ed (a + &a , p + 5p , y + ^) fanno l'angolo infinitesimo ^, 
la seconda formola dà 

56« = fp5Y-YW + (T^a — aSY)' + (a^P-P5a)' • (16) 

Invece dalla prima si deduce 

l_i.^6' + ...=2a(« + M = l+2a8«=l-l2^a' ' 

cioò 

^e«=^a' + 5p* + 5Y' . (17) 

bj I coseni X,fi.,v, che determinano la direzione perpendicolare a quelle 
che son definite dai coseni a,p,Y ed a ,P',y'i soddisfano alle condizioni di perpen- 
dicolarità 2Xa=0,SXa'=0, dalle quali si trae 



_ >* _, 



Pr'-rP' Y»— »Y' ap'— pa sene 



(18) 



fissando il senso positivo della direzione stessa in modo che coincida con quello 
dell'asse z quando le direzioni date vanno rispettivamente a coincidere con quelle 
degli assi a ed j/. Evidentemente la distanza q di due rette è la proiezione, sulla 
comune perpendicolare, del segmento rettilineo che congiunge un punto qualunque 
(^ iy )^) d'una retta ad un punto {oo\y\z') dell'altra. Ne segue 

gr = X(a;'— a7) + [i(y ~y) + v(x5' — ^) , 
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cioè, per le (18), 



2senO=: 



T 



r » 

Y z 



— X 

— z 



(19) 



dove al secondo membro si può dar la forma 



cu Cf. X 

P P' y' 
Y r' z' 



-{-■ ai a X 

'P' P y 

Y' y z 



= -2;(a4' + «'è) , 



dimodoché, ricordando la relazione (6), si può anche scrivere 

(?sene=2(a' — a)(è' — 4) . 

Dunque, se le due rette sono infinitamente vicine, e se si rappresenta con $g la 
loro distanza, 

Tornando alla (19) si osservi che, se una delle rette è Tasse a?, si ha — gsen6=4, 
e con ciò si ottiene T interpretazione geometrica delle coordinate è^t),^. 

e) Le rette dello spazio sono in numero quattro volte infinito, giacchò fra 
le sei coordinate d'una retta si hanno sempre due relazioni. Ogni altro vincolo 
imposto alle coordinate stesse vale a staccare dallo spazio una tripla infinità di 
rette, che si chiama complesso. Una coppia di equazioni distinte definisce una con- 
gruenza, infinità doppia di rette, che si può dunque considerare come l'inter- 
sezione di due complessi, ed è l'analoga della superficie, o infinità doppia di 
punti. Finalmente l'insieme di tre distinte equazioni rappresenta una semplice 
infinità di rette, la quale costituisce evidentemente una particolare superficie, che 
si dice rigata. Delle rigate e delle congruenze ci occuperemo in seguito. Qui vo- 
gliamo limitarci ad esporre alcune proprietà dei più semplici complessi, che son 
rappresentati da un'equazione lineare 



«4+^iQ+c^ + ^<'^4-^P + ^Y=0 



(21) 



e sono chiamati , per questa ragione, complessi lineari. Un tal complesso si dice 
speciale quando fra i coefilcienti intercede il vincolo 



ai+6»i4-cn = 



(22) 



in virtù del quale è lecito considerare i coefficienti stessi come proporzionali alle 
coordinate d'una retta, diguisachè la (21) esprime allora l'incontro di tale retta 
con tatte>quelle che appartengono al complesso. Adunque il complesso speciale è 
costituito dalle infinite rette che incontrano una retta data. Può darsi che que- 
sta sia infinitamente lontana, e ciò accade quando a, 5, e sono nulli; allora, in 
virtù di (21), le rette del complesso son tutte le perpendicolari alla direzione de- 
finita da coseni proporzionali ad Z,m,n, esse sono cioè tutte le rette d'un fascio 
di piani paralleli , e però ben si può dire che vanno ad incontrare la comune in- 
tersezione di tali piani. Per un complesso lineare generale, cioè quando non sussi- 

17 
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ste la (22), non è possibile che a,b,c siano nulli ad un tempo, e si può quindi 
considerare sempre la direzione definita dai coseni 

«— ^ . Po = .T=rz.-:z::=r: , Yo = .^—r^^zzz^ , (23) 



"0 



^/a^ 4. 51 4- e' ya* + b* + c^ |/a« + è' + c» 



ed in questa direzione sì può assumere una certa retta, le cui altre coordinate 
èo»'^o'^o ''^og^i^^^^ <l'^i determinare opportunamente. Dalla (19) si ha, osservan- 
do (21), 

ed il secondo membro si riduce a — pcosO se si pone 

^ _ l — ap m — bp n — cp 

^/a'-fò* + c» )/a« + (!,» + c« J/a' + ^' + c' 

Si determina poi la costante p osservando che deve aver luogo la relazione (6): 

a{l — ap) -\-b{m — biì) -\- c[n — e/?) = . 



Ne segue 






e Teguaglianza (24) si riduce finalmente alla forma semplicissima 

gtg6=:p . (27) 

La retta definita dalle coordinate (23) e (25) si chiama asse del complesso, e le 
considerazioni precedenti mostrano che ogni complesso lineare è costituito dalle 
rette, per le quali fra la distanza ad un certo asse, e T angolo che questo fa con 
ciascuna retta del complesso, sussiste la relazione (27). 

d) La congruenza lineare, intersezione di due complessi lineari x=0, 
X == , appartiene anche agli infiniti complessi, che costituiscono il fascio 
x-|-^^' = 0. Se si scrive che la condizione (22) è soddi;$fatta dai coefficienti di 
X -^ Xx', si trova un*equazione del secondo grado in X, e però nel fascio stesso esi- 
stono sempre due complessi speciali. Dunque ogni congruenza lineare è costi' 
tuiia dalle rette che si appoggiano su certe due rette dello spazio. Se invece 
del fascio si considera la rete di complessi x -f Xx -f- f^x'= 0, la condizione (22) 
conduce ad una relazione fra X e p., in virtù della quale esistono sempre, nella rete 
stessa, infiniti complessi speciali. Dunque la superficie rigata, intersezione dei 
complessi x = 0,x' = 0,x" = 0, appartiene anche ad infiniti complessi speciali, 
cioè le rette che la costituiscono incontrano infinite altre rette, che si possono 
egualmente considerare come generatrici della superficie. Ne segue che una simile 
superficie può in due ben diversi modi essere generata da una retta, che vada suc- 
cessivamente occupando nello spazio una semplice infinità di posizioni. Tali spe- 
ciali rigate si chiamano quadriche, e per l'indole delle loro proprietà, delle quali 
si occupa distesamente Tordinaria Geometria analitica, esse tengono nella Geo* 
metria dello spazio il posto che le coniche (III, 1) hanno nel piano. 

ej È per noi particolarmente notevole, fra le quadriche, il paraboloide 
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iperbolico^ cioè la superficie generata da una retta che si muove parallelamente 
ad un piano appoggiandosi a due rette date. Tale superficie si può dunque consi- 
derare come r intersezione dei tre complessi speciali 

e però le sue generatrici (d*un sistema) appartengono anche ad ogni complesso 
della rete 

2 [ (^'='' + »^«")* + ^«0 + ^^' + f^")«] = • (28) 

Le generatrici del secondo sistema sono gli assi dei complessi speciali rappresen- 
tati dall'equazione (28) quando fra X e p. si stabilisce una conveniente relazione, 
cioè 

>^ 2 « «0 + P^ 2 « «0 + ^Pt 2 («'^" + «"^') = . (29) 

Ora, poiché tali generatrici hanno i coseni direttori uguali a combinazioni lineari 
dei coseni a',P',Y' con a",p",Y', si vede che sono anch'esse parallele, come quelle 
del primo sistema, ad un certo piano. Adunque la superficie vien generata nello 
stesso modo dallo rette dell'uno o dell'altro sistema. Fra X e jjl si ponga invece la 
relazione 

generalmente distinta dalla (29) se le rette date in principio non s'incontrano, 
come si deve supporre quando la superficie non è piana. L'equazione (28) rappre- 
senta allora infiniti complessi lineari non speciali, i cui assi son paralleli al piano 
direttore. Tale piano si può anzi fissare in modo che contenga uno degli assi. Così, 
dovendo essere soddisfatta la relazione (27), la generatrice situata nel piano in- 
contra l'asse ad angolo retto, e questa circostanza mostra chiaramente che tutti 
gli altri assi stanno per necessità nel medesimo piano. Fissati in tal modo i due 
piani direttori, la loro intersezione si chiama asse del paraboloide, e le due gene- 
ratrici che incontrano ortogonalmente l'asse si dicono principali per distinguerle 
dalle altre nei rispettivi sistemi. Esse debbono incontrarsi appunto perchè non ap- 
partengono allo stesso sistema, ed il loro punto comune sta necessariamente sul- 
l'asse, e si chiama vertice del paraboloide. 

fj Per una generatrice qualunque, situata alla distanza t dal relativo piano 
direttore, essendo inoltre t l'angolo di cui si trova spostata dalla direzione prin- 
cipale, si ha, in virtù di (27), 

tgT-:! , (30) 

giacché, nel caso che qui si considera, l'angolo è il complemento di t. Dunque 
il paraboloide iperbolico può essere generato da una retta, che si sposta parai' 
lelamente ad un piano appoggiandosi ad una retta fissa e ruotando intorno 
ad essa secondo la legge (30). La retta fissa OM è, se si vuole, la principale ge- 
neratrice del secondo sistema; la sua projezione OP sul primo piano direttore sarà, 
per conseguenza, la generatrice principale del primo sistema. Ora, se nel detto 
piano si eleva da P, projezione di M, la perpendicolare alla projezione della gene- 
ratrice che passa per M, e similmente dal vertice la perpendicolare ad OP, le 



-132- 

dae rette cosi costruite concorrono in un punto fisso F. Infatti la considerazione 
dei triangoli rettangoli OPF ed MPF e dell'uguaglianza (30) dà 

OF = OP.cotT=^cot9CotT=pcot9 , 

chiamando 9 T inclinazione di OM sul piano fisso. Dunque (HI, 9, a) le projezioni 
delle generatrici sul piano direttore inviluppano una parabola, che ha il fuoco 
in F ed il vertice in 0. Tuttavia si noti che l'inviluppo di queste projezioni è il 
vertice quando le generatrici principali sono perpendicolari, nel qual caso il para- 
boloide si dice equilatero. Se invece si fanno tendere a zero le costanti 9 e p in 
modo che ^cot9 si conservi uguale ad una costante non nulla, i due sistenoi di 
generatrici tendono a coincidere, ed il paraboloide tende a degenerare nel siste- 
ma delle tangenti ad una parabola, 

g) Osserviamo, per finire, come il significato di p risulti dalla (30), che dà 
le uguaglianze 

p = lim-- , />' = lim-r, (31) 

relative ai due sistemi di generatrici. Ben s'intende che, per entrambi i sistemi, 
si debbono computare gli angoli t e t a partire dalle generatrici principali. Se, 
per esempio, la direzione (a',^',^') ^ quella che si ottiene proiettando (aof^o ^To) 
sul secondo piano direttore, si ha 

^aa^jrrrsen^ , 2a"a^==sen9cosT' , ^a a" ^=: (ìo^'v , 

e si deve prendere X = — (icosT, dimodoché si giunge, mercè la formola (26), al 

seguente risultato : 

Xfi^'senT t' , 

^ "" "■ X» + fi» + 2XficosT' "" tgV ""^ • 

É dunque indifferente prendere Tuno Faltro sistema di generatrici per conoscere 
il valore della costante j9. Siccome poi si può dire altrettanto deirangolo 9, ne ri- 
sulta che sono uguali le due parabole inviluppate dalle projezioni delle generatrici 
sui rispettivi piani direttori. 

h) Varie superficie notevoli sono suscettibili d'una generazione analoga a 
quella del paraboloide iperbolico. Se per un punto mobile lungo una retta fissa si 
eleva a questa una perpendicolare, in modo che, mentre il punto si sposta di /, la 
perpendicolare ruoti d'un angolo t, legato a t dalla relazione (30), si è visto che 
la retta mobile genera un paraboloide equilatero; ma se a tgT si sostituisce t nel 
primo membro di (30), la retta genera un'altra superficie notevole, che si chiama 
elicoide rigato a piano direttore, E se invece di tgT di t si pone sen2T, la 
superficie generata si chiama cilindroide conoide di Plikker, ed è il luogo degli 
assi dei complessi lineari d'un fascio qualunque. 

8. Superficie rigate. Una rigata si può considerare (cfr. § 4) come 
una successione semplicemente infinita di elementi superficiali, ciascuno dei 
quali è la striscia di superficie, compresa fra due generatrici infinitamente 
vicine, g e g'. Si chiamano sviluppabili le rigate ad elementi piani, cioè 
quelle per le quali è lecito considerare g e g' come situate in un piano, a 
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prescindere da infinitesimi superiori: ciò può accadere sia perchè la distan- 
za Bq delle due rette è infinitesima rispetto al loro angolo 96, sia perchè si 
ha costantemente $6=0, vale a dire che le generatrici son tutte parallele, 
nel qual caso la superficie si chiama cilindro. Il punto di g, che sta sulla 
comune perpendicolare a g e g\ si muove insieme a g' quando, fissata g, si 
fa tendere g' a g, e può darsi che tenda ad un punto Q, fisso su g, che si 
chmmsk punto centrale di g. Il luogo dei punti centrali si chiama spigolo di 
regresso quando la superficie è sviluppabile, ed in particolare è chiaro che 
per le superficie cilindriche lo spigolo di regresso è tutto all'infinito. Per le 
altre rigate, che si dicono storte^ il luogo dei punti centrali si chiama in- 
vece liìiea di stringimento» Se poi il rapporto dq-M tende ad un limite p, 
quando g' tende alla posizione fissa g, si dà a jp il nome di parametro di- 
stributore lungo la generatrice g. Evidentemente le sole rigate per le quali 

I ^^-1 è ^=0 su tutte le generatrici sono le svi- 
luppabili non cilindriche; per le cilindriche, 
invece, p è infinito. Ora per un punto M, 
fisso su g, si traccino infinite curve, che in- 
contrano g' in M',M",.... Quando g' tende a 
g, le rette MM', MM",.... tendono a toccare 
in M le dette curve, e però le tangenti in 
M a tutte le curve della superficie, che pas* 
sano per M, stanino in un piano, che si 
chiama piano tangente in M, ed è la posi- 
zione limite del piano determinato dal pun- 
to M e dalla retta g'. Normale alla superfi- 
cie, in M, è la perpendicolare condotta per M al piano tangente. Ciò premes- 
so, osserviamo che le tangenti a tutte le curve della superficie, lungo la ge- 
neratrice g, formano una congruenza lineare, limite di quella costituita dalle 
rette che si appoggiano a g ed a g'. Nella predetta congruenza le rette per- 
pendicolari a g formano dunque un paraboloide iperbolico, e però il loro 
orientamento è regolato dalla legge (30), dove, in virtù di (31), p è proprio 
il parametro distributore, e t rappresenta la distanza QM. Dunque, se si 
conosce il piano che tocca una rigata storta in un punto Q della linea di 
stringimento, si conosce anche, mediante Teguaglianza (30), il piano tangente 
in ogni altro punto M della generatrice che passa per Q. Sta in ciò la legge 
di distribuzione dei piani tangenti^ scoperta da Chasles. Quando M, per- 
correndo g, si allontana indefinitamente da Q, in un verso o nell'altro, il 
piano tangente tende a disporsi perpendicolarmente alla posizione centrale. 
Ben altrimenti si comportano le sviluppabili. Infatti, quando p è nullo, si ha 
T = V,it, e tutti i piani tangenti, lungo g, coincidono in uno, e ciò accade 
evidentemente anche per le superficie cilindriche. Dunque fra le superficie 
rigate le sviluppabili sono caratterizzate dal fatto che il piano tangente in 
un punto M tocca la superficie lungo tutta la generatrice che passa per M. 




>V*t»lV. 



ìv»urv.antt. 
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Finalmente si osservi che basta far ruotare di Vi^i intorno a g, tatte le 
tangenti perpendicolari a g, per farle diventar normali alla superficie, e per 
riconoscere in tal modo che le normali ad una superficie rigaia, lungo una 
generatrice, formano un paraboloide iperbolico: questo si riduce ad un si- 
stema di rette parallele solo nel caso delle sviluppabili. 

9. Forinole fondamentali. Il parametro distributore d*uaa super- 
ficie rigata, riferita al triedro* fondamentale d'una curva qualunque dello 
spazio, si esprime facilmente mediante le variazioni delle coordinate a,^,^, 
4)iQ,^f della generatrice. Infatti, dividendo (20) per (17), si ottiene 

Se la curva si sceglie fra quelle che appartengono alla superficie , sono co- 
stantemente nulle 4,ti,S, e le formole (7) danno 

quindi, ponendo ^q per pdò, si ottiene l'eguaglianza (evidente) 

La normale alla superficie, nel punto centrale, è perpendicolare a g ed alla 
comune perpendicolare a g e g', definita in direzione da coseni proporzio- 
nali a 

I suoi coseni direttori sono dunque proporzionali ad una terna di quantità, 
la prima delle quali è 

(Y^a — a5Y)T — («^P — P^») P = ^a + -^ ^^* » 

ossia $a, trascurando infinitesimi superiori. Dunque, se si tien conto di (17), 
si vede che la direzione della normale centrale è definita dai coseni 

§« Sp 5y 
^ ' ^ ' ^ • 

Ciò premesso, se si osserva che il triedro formato dalla parallela condotta 
per M alla normale centrale, dalla tangente alla curva fondamentale nel 
punto M, e dalla perpendicolare a g, elevata per M nel piano tangente, è 
rettangolo lungo il terzo spigolo, si trova subito la prima delle uguaglianze 



5Q=|/p' + T*senT , ^ = |/p« + Y*cosT; (34) 

l'altra si ottiene dirigendo invece il primo spigolo perpendicolarmente a g 
ed a g. Intanto la prima uguaglianza diventa, mercè la seconda, 



5a l/p>+Y'5^ P« + y' 

— = ^— - - -^ senr = ^ ^' senx cost . (35) 

as p ds j} ^ ' 



— 135- 
D'altra parte, tornando a scrivere la (33), si trova 

cls ds p \ds/ p 

e si ha pure 

ds ds ds p 

Dunque 

^P / r, ,COST 5y ,^ .C08T ,^^^ 

-- = (— YCOST— «psenr) , -^ =(pcosT— aysenT) . (36) 

ds p ds p 

Fìualmente basta porre 

1 cos't 1 

r p t, ' 
e portare i risultati (35) e (36) nelle forinole (4) per trovare le condùioni 

da Y . P'+y' o 

^ = X^?Psen2T, (37) 

ds ^ 2p ' ^ ' 

ds p x> 2p 

necessarie e sufficienti perchè le funzioni a,P,Y rappresentino i coseni di^ 
rettori della generatrice d' una superficie rigata , rispetto al triedro fonda' 
mentale d'una curva tracciata sulla superfìcie. 

10. La linea di stringimento è caratterizzata dalla condizione if=:0 o da 
T = , ed anche , in virtù della prima eguaglianza (34), da ^a = 0, cioè 

da Y 

ds p 

Da questa sj vede che a è costante se y = 0, e reciprocamente. Ora biso- 
gna sapere che si chiamano geodetiche d'una superficie qualunque le curve 
che hanno per normale principale, in ogni punto, la normale alla super- 
ficie. Ciò premesso, l'ultima osservazione permette di asserire, con Bon- 
net, che la linea di stringimento, quando è una geodetica, incontra le 
generatrici ad angolo costante; ed inversamente la linea di stringimento di 
una rigata, se incontra le generatrici ad angolo costante, è necessariamente 
una geodetica della superficie stessa. Se poi ad un tempo si ha y=0 ed a co- 
stante, è anche 9a = 0, e però la linea di stringimento è l'unica linea che 
può essere geodetica ed insieme incontrare le generatrici ad angolo costante. 
Quando tale linea si assume come curva fondamentale , le formolo (37) di- 
ventano 

da Y dp T dy a P 

ds p ^ ds x^ * ds p t' 
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ed esprimono che la direzione (a , p , y) è invariabile rispetto ad un'altra curva, 
che ha la stessa flessione della linea di stringimento ed una torsione u- 

guale ad — . In altri termini, se si torce la detta linea (mediante rotazioni 

infinitesime successive dei piani osculatori intorno alle tangenti) iu modo che 

11 

la torsione passi dal valore — ad — , mentre restano invariati la flessione e 

r ^ 

Tarco, le generatrici, se sono trascinate nel moto restando rigidamente le- 
gate ai rispettivi triedri, finiranno per diventar parallele, cioè la superficie 
si trasformerà in un cilindro. 

11. Sviluppabili. Per le superficie sviluppabili le formolo (37) di- 
ventano 

ds p t ' ds r t ' ds p r t ' ^ ^ 

ma perchè sussistano, nel tendere di ^ a zero, cioè (escludendo ì cilindri) 
quando si tende ad assumere lo spìgolo di regresso come curva fondamen- 
tale, occorre che ^ e y siano nulli. Dunque ogni sviluppabile non cilindrica 
è il luogo delle tangenti ad una curva storta. Per renderci conto di ciò in 
modo più diretto vogliamo prima osservare che la distanza ^q , quando non 
è infinitesima come 90, è tale almeno come 90^ Infatti, se si assume a va- 
riabile indipendente, e se si torna a scrivere la formola (20), ricordando che 



^=^d^\d' + ~d' + 



si ottiene 



5^rfO = (l + ^rf + ld^)2^ac/è-^2^^«d*è + 



e si vede subito che il secondo membro, nel quale già sono stati trascurati 
gli infinitesimi d'un ordine superiore al quarto, è appunto di quest'ordine 
almeno, se non è del secondo, vale a dire che ^q è del terzo quando non è 
delprimo ordine. Ciò premesso, se per g si conduce il piano parallelo a g', è 
chiaro che la distanza del punto centrale Q' di g al detto piano è anch* essa 
infinitesima almeno del terzo ordine, e però (§4) il piano cosi costruito è ap- 
punto quello che oscula in Q lo spigolo di regresso. Per dimostrare poi che 
g è la tangente allo spigolo stesso basta far vedere che la distanza a g della 
projezione di Q' sul piano osculatore è infinitesima d'un ordine superiore, e 
siccome questa distanza è uguale al prodotto di QQ' per un angolo infinitesi- 
mo, il teorema è dimostrato. Ed ora è chiaro che i piani tangenti ad una 
superficie sviluppabile sono i piani osculatori dello spigolo di regresso. 

12. È poi importante osservare che ogni semplice infinità continua di 
piani P oscula una curva, ed è per conseguenza V insieme dei piani tangenti 
alla sviluppabile che ha la curva stessa come spigolo di regresso, o, come si 
suol dire, ogni semplice infinità continua di piani è inviluppata da una su- 
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perfide sviluppabile- Infatti, se g è la posizione limite a cui tende V interse- 
zione dei piani P e F, quando F tende al piano P, supposto fisso, il luogo 
delle rette g è una rigata sviluppabile, perchè ammette come piano tangente 
unico, lungo g, il piano P. Per convincersi di ciò basta osservare che, se M è 
un punto qualunque di g, il piano Mg' tende a confondersi con P; a tale con- 
clusione si perviene con maggior rigore mediante il calcolo. Si noti {cfr, 11,5) 
che, se si deriva l'equazione di P esprimendo che x^y ^z soddisfano alle con- 
dizioni d'immobilità (8), si deve ottenere l'equazione d'un altro piano che 
passa per g. Ne segue, fissando sulla superficie la curva fondamentale, che 
le due equazioni debbono esser prive del termine indipendente, e perchè ciò 
avvenga è necessario che manchi nella prima anche il termine in x. Dunque 
P contiene la tangente, e però coincide col piano tangente nel punto che si 
considera. 

13. Hanno importanza nello studio delle curve storte le superficie invi- 
Zuppate dalle facce del triedro fondamentale : 

a) Già si è visto che i piani osculatori inviluppano la superficie che 
ammette la curva stessa come spigolo di regresso. Si ha di ciò una rapida 
conferma dal calcolo, giacché derivando l'equazione del piano osculatore 
(/y = 0) si ottiene s = 0\ poi, derivando ancora, 07=0, vale a dire che la gene- 
ratrice è la tangente alla curva, e lo spigolo di regresso è la curva stessa; 

h) Per la definizione (§ 1) dell'asse polare i piani normali debbono in- 
viluppare appunto la superficie generata da questa retta: a tale superficie si 
dà il nome di sviluppabile polare. La derivazione dell'equazione del piano 
normale (a; = 0) dà ;er = p, e però l'asse polare incontra la normale principale 
nel punto (centro di curvatura) situato alla distanza p da M ; 

e) Finalmente l'inviluppo dei piani rettificanti si chiama sviluppabile 
rettificante, perchè su tale superficie la curva è necessariamente una geode- 
tica, e d'altra parte si dimostrerà che le geodetiche d'una superficie segnano 
su questa il più breve cammino fra due punti qualunque, non troppo lontani, 
della superficie stessa. Ne segue che , quando si svolge la superficie per ap- 
plicarla sopra un piano nel modo accennato in fine del § 10, la curva si tras- 
forma in una retta, perchè deve continuare a segnare nel piano il più breve 
cammino fra due punti. Trarremo subito dal calcolo una facile conferma di 
questo fatto. Derivando l'equazione del piano rettificante (^ = 0) si trova 
immediatamente che l' inclinazione e della generatrice della sviluppabile 
rettificante sulla tangente alla curva è determinata dalla formola 

tge = -- -^ . (39) 

P 

vSe ai coseni direttori di tale generatrice (a = cos£,p = sene,Y = 0) si appli- 
cano le formolo (4) si ottiene 

5a dz 58 dz 5y cose , sene 

-- = — sene-- , --—cose - , — = =0; 

ds ds ds ds ds p r 

18 
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quindi 5a'-f 5g'-f ^y'r^dfe'. Dunque V angolo di due generatrici retti ficanii 
infinitamente vicine è de. Ciò premesso, se immaginiamo che si faccia ruota- 
re intorno alla generatrice g' il piano rettificante gV finché coincida col 
precedente piano gx, è chiaro che la tangente in M' andrà a coincidere con 
la tangente in M, vale a dire che due elementi consecutivi (§ 4) qualunque 
si disporranno in linea retta; 

d) Qui è utile aggiungere le seguenti considerazioni. Quando di tre 
generatrici g,g',g" d'una sviluppabile qualunque, consecutive nel senso del 
§ii si suppone che g" ruoti intorno a g' fino a trovarsi in uno stesso piano 
con g e g', il ptinto M' non si muove e Tangolo (g',g") non varia. Ne segue che 
lo spigolo di regresso, mentre diventa piano, conserva inalterata la flessione 
in ogni punto. Dunque ad ogni curva dello spazio si può far corrispondere 
punto per punto una curva piana, in modo che due archi corrispondenti qua- 
lunque siano uguali, e la flessione in due punti corrispondenti sia la stessa. 
Basta, per questo, applicare sopra un piano la sviluppabile delle tangenti. È 
poi chiaro che T equazione intrinseca della curva piana in cui viene cosi a 
trasformarsi una curva qualunque si ottiene eliminando la torsione fra le e- 
quazioni intrinseche della curva storta. Ogni altra sviluppabile, condotta 
per la curva considerata , si può applicare sopra un piano distruggendo la 
torsione, ma in pari tempo alterando la flessione della curva. Esiste una svi- 
luppabile tale che la sua applicazione sopra un piano distrugga totalmente 
anche la flessione della curva, trasformi cioè la curva in una retta? Una 
tale superfìcie esiste sempre, e, per le cose dette innanzi, essa è precisamen- 
te quella che abbiamo chiamata sviluppabile rettificante. 

14. Partendo da una curva qualunque d' una sviluppabile è facile deter- 
minare lo spigolo di regresso. Questo è generato dal punto (—/a, — ^P, — /y), 
ed infatti T applicazione delle formole (3) a tali coordinate dà, osservando 
le (38), 

5a? _^y.Q_^^. _ de 
ds ' ds ' ds ds * 

Cosi vediamo inoltre che Tarco dello spigolo di regresso è 

s'= I cids — t , 

e che tale curva si riduce ad un punto quando t^^jads: è dunque questa 
un'eguaglianza che caratterizza le superficie coniche. In particolare, per 
a = 0, ^ è costante, e però le trajettorie ortogonali delle generatrici d'un 
cono sono linee sferiche. Se poi, mentre si ha a =0, è ^=C(7^/an^^, la condi- 
zione t=:Sads è soddisfatta, e però la superficie è necessariamente conica. 
Nel caso generale le formole (4), quando si tenga conto delle (38), danno 

??=^!+j! ^=_^ ?l-._?i (AQ) 

ds t ' ds t ' ds t ' ^ ^ 



— 139 - 

e fanno così conoscere la direzione della normale principale. Ne segue che i 
coseni direttori a, 6, e della binormale sono proporzionali a 0,y»-— P; poi» 
applicando nuovamente le formolo (4) e (38), si trova 

^a_^^_^c_ p/ 

Ed ora basta quadrare e sommare le (40) e le (41) per ottenere i raggi di 
curvatura dello spigolo di regresso: 

t (dt \ , P' + y' (dt \ 

15. Sviluppate e sviluppanti. Se {cfr. II, 9) le tangenti ad una 
curva sono normali ad un'altra curva, la prima si chiama sviluppata della 
seconda, e questa si dice sviluppante della prima. In altri termini le trajet- 
torie ortogonali delle generatrici d' una sviluppabile qualunque sono le svi- 
luppanti dello spigolo di regresso. Prendiamo come curva fondamentale una 
di queste tra jettorie. Siccome i coseni direttori (a=0,p=:8en4^,Y = cos+) 
della generatrice debbono soddisfare alle condizioni (38), si ha 

dò 1 
— '^cos4/ = p , T^ = — . (43) 

ds r 

La seconda uguaglianza continua ad esssre soddisfatta quando a 4^ si ag- 
giunge una costante arbitraria. Ne segue che, se le generatrici d'una svilup- 
pabile ruotano d'uno stesso angolo intorno ad una loro traiettoria ortogo- 
naie, esse non cessano di costituire una superficie sviluppabile. La prima 
eguaglianza ci dice invece che la coordinata js del punto dello spigolo di re- 
gresso è uguale a p, vale a dire (§ 13, b) che il detto punto sta sull'asse pò- 
lare, cioè lo spigolo stesso appartiene alla sviluppabile polare. Dunque le 
infinite sviluppate d'una curva son tutte situate sulla sviluppabile polare. 
Inoltre, se si osserva che, in virtù delle (40), nel caso attuale sono nulli S^ e 
&Y,8Ì riconosce subito che il piano rettificante della sviluppata coincide col 
piano normale alla sviluppante. Ne segue che, quando la sviluppabile polare 
(Tuna curva si applica sul piano^ tutte le sviluppate della curva stessa si 
rettificano. Finalmente le curvature delle sviluppate son date dalle formolo 
(42); e se si tien conto delle (43) si trova 

s = — r , p = r -j- r , r = . (44) 

cos^' cos^ 05 cos^* sen^'w^cos^' 

Quando si conoscono p,r q conseguentemente 4^ in funzione di $, basta elimi- 
nare s fra le precedenti uguaglianze per trovare le equazioni intrinseche di 
una sviluppata qualunque. Per 4' = si ricade sulle formolo relative alle 
curve piane. Anche per una curva storta le sviluppanti si possono considera* 
re, in virtù dell'eguaglianza — f==5', come descritte dai punti d'un filo fles- 



— 140 — 

sìbile ed ìnestendìbile, primitivamente avvolto sulla curva, e che si va poi 
svolgendo mantenendosi sempre teso. Cosi è facile spiegarsi ciò che risulta 
dalla prima formola (43) quando si osserva che p si annulla con t, cioè che 
lo spigolo (li regresso d'una sviluppabile è il luogo dei punti di regresso dellt 
traiettorie ortogonali delle generatrici. 

16. Asse centrale. Si chiama così la comune perpendicolare a due 
normali principali infinitamente vicine. Questa retta, parallela a due piani 
rettificanti infinitamente vicini, è parallela alla generatrice rettificante, e 
però, se A è la sua distanza dal punto M della curva, le sue coordinate sono 

a=cos& , p=sen8 , y=0 , 4= — Asene , iQ=Acose , ^=0 : (45) 

e è dato dalla formola (39), ed h si determina esprimendo che la retta con- 
siderata e la normale principale nel punto M', infinitamente vicino ad M, si 
incontrano. Quando si passa dall'una all'altra normale le coordinate subi- 
scono, in virtù di (4) e (7), variazioni proporzionali ad — , — ,0,0,1,0. Dun- 
que la condizione per rincontro è 

è , ti , Q ^ . , 1 cote 1 

-H hP = , Cloe =— , 

p »• p r h 



e finalmente, osservando (39), 



h=^,. (40) 



Dunque Tasse centrale incontra la normale principale fra il punto M ed il 
centro di curvatura, dividendo il segmento rettilineo, che termina in questi 
punti, nel rapporto di sen'e a cos'è. 8e alle coordinate dell'asse centrale si 
applicano le formolo (4) e (7), si trova subito, mercè le formolo (17) e (20), 

5e = cfe , Bq=dh , (47) 

e però dhidz è il parametro distributore della superficie generata dalTasse 
centrale. Questa retta si presenta in varie interessanti questioni. Così, per 
esempio, quando si considera il moto del triedro fondamentale lungo la cur« 
va, V asse centrale, nello spaglio rigidamente fissato al triedro, è il luogo 
istantaneo dei punti che si spostano meno velocemente di tutti gli altri. In- 
fatti lo spostamento ds d'un punto rigidamente legato al triedro fondamen- 
tale si deduce subito dalle formolo (3), quadrandole e sommandole, e suppo- 
nendovi Xyy,0 costanti : 

s=({-')'+^+(f+^)'- 

Poste uguali a zero le derivate parziali del secondo membro rispetto ad 
^ìt/ì^ì si ottiene 

- + -^ = , ( 1)-_+ =0, 

p r \p / 9 r^ 



-141 - 

cioè y^xtgt, £f=hy dove A ed e hanno i significati (46) e (39); poi si vede 
che sulla retta così trovata si ha ds= cosz, ds. La precedente proprietà dei- 
Tasse centrale si spiega osservando che le normali alle traiettorie di tutti i 
punti rigidamente legati al triedro fondamentale costituiscono un complesso 
lineare, il cui asse è Tasse centrale della traiettoria dell'origine, ed è anche» 
evidentemente, Tasse centrale di tutte le altre trajettorie. Infatti, se la di- 
reziono (a,p,Y) ò quella d'una normale in (x^y^z) alla traiettoria di que- 
sto punto, la condizione di perpendicolarità adx-\-^^y-\-'^^0=^Q diventa, in 
virtù delle (3), 

«(^-7)-Pf+v(f + f)=0 , cioè Ì-^ + « = 0: 

questa è (§ 7, e) Tequazione d'un complesso lineare, nel quale, in virtù di 
(26), si ha p = — Acote, vale a dire che jp, come risulta dalla (33), è il para- 
metro distributore sulla superficie delle normali principali ; poi dalle formolo 
(23) e (25) si ricavano per le coordinate dell'asse appunto i valori (45). Del 
resto, siccome la curva fondamentale si può scegliere ad arbitrio fra le tra- 
jettorie dei punti d'un sistema rigido, è chiaro che la retta trovata è asse 
centrale di qualunque altra trajettoria. Ne segue che le normali principali 
di tutte le trajettorie sono le rette che incontrano ortogonalmente Vasse cen- 
trale. Si possono poi facilmente costruire anche le tangenti, le binormali ed 
i raggi di curvatura, dopo avere osservato che A cote ha un valore unico per 
tutte le trajettorie. 



X, CURVE STORTE NOTEVOLI. 



1. Curve sferiolie. Una linea tracciata sopra una sfera ha tutti i 
suoi punti a distanza costante R da un punto 0, centro della sfera. Le coor- 
dinate di questo punto rispetto al triedro fondamentale della curva conside- 
rata sono dunque tre funzioni x^y^z^ costantemente legate dalla relazione 

a?'-|-j/» + ^' = RS (l) 

e soddisfacenti alle condizioni (8) del precedente capitolo. Una prima deri- 
vazione della (1) dà a; = 0. Dunque i piani normali di tutte le linee tracciate 
sopra una sfera concorrono nel centro. La derivazione di a; = dà ;8r = p. 
Dunque il centro di curvatura in un punto qualunque d'una linea sferica si 
ottiene proiettando sul piano osculatore il centro della sfera. Finalmente, de- 
rivando ancora ^=p,si trova il valore di ^, e si vede che le coordinate del 
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centro della sfera sono 

x = , y = — r£ , 2 = p ; (2) 

sostituendole in (1) si ottiene 

Questa eguaglianza caratterizza le linee tracciate sopra una sfera di raggio 
E. Infatti, se si applicano le formole (3) del capitolo precedente alle coordi- 
nate (2), si trova 

e la derivazione di (3) dà ^^ = 0. Dunque, quando è soddisfatta la condizio- 
ne (3), esiste un punto fisso 0, la cui distanza dai punti della curva è oc»- 
stan temente uguale ad B, cioè la curva appartiene ad una sfera di raggio B 
e di centro 0. Ed ora possiamo aggiungere che la condizione necessaria t 
sufficiente perchè una curva sia sferica è 



f+s('S=»- <=' 



2. Per qualunque curva esiste sempre, in ciascun punto M , una curva 
sferica che ha lo stesso triedro fondamentale, e curvature uguali a quelle 
della curva considerata. La seconda curva appartiene necessariamente alla 
sfera che ha il raggio B, dato dalla (3), ed il centro nel punto 0, definito 
dalle coordinate (2). Questa sfera si dice osculatrice alla prima curva nel 
punto M. La tangente alla curva (0), in 0, è subito determinata dalle (4): 
essa è parallela alla binormale di (M), e supponendola diretta in senso in- 
verso si ha 

ds' __ p d f dp\ 

Evidentemente la tangente di cui si tratta è Tasse polare di (M). In altri ter- 
mini il luogo dei centri delle sfere osculatrici è lo spigolo di regresso della 
sviluppabile polare. Non occorrono dunque altri calcoli per veder subito che 
la binormale di (0) è parallela alla tangente di (M), e che, per conseguenza, 
le normali principali alle due curve son parallele: noi le supporremo dirette 
in sensi opposti. Inoltre si ha manifestamente 

p r ds 
r p ds 

Intanto si noti che le coordinate di M nel piano osculatore di (0) sono 

x='-rY ^ y^=9i portandole in (6) si ottiene ds'=—^ds — dx\ quindi 



dx / y ds' 

ds \ r ds 



)ds y dy x ds x 

ds p ' ds r ds p 
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Uè seguo che il punto M si può considerare come fisso nel piano oscula^ 
tore di (0). Ciò è del resto evidente se si osserva che, quando M passa alle 
posizioni successive M', ecc., nel senso già indicato (IX, 4), il piano normale 
eli (M) ruota intorno ad 0. In altri termini i piani normali agli elementi MM', 
IVI' M",M"M"' concorrono in 0. Così chiaramente s'intuisce un fatto che il 
calcolo dimostra con tutto rigore, cioè che la sfera osculatrice in M è il li- 
mite della sfera che passa per M e per altri tre punti della curva quando 
questi tendono ad M. 



3. Sliclie cilindriclie. Si chiamano eliche cilindriche le curve che 
incontrano sotto un angolo costante le generatrici d'una superficie cilindri- 
ca. È chiaro che queste curve sono le geodetiche (IX, 10; 13, e) di simili su- 
perficie, perchè si trasformano in rette quando le superficie stesse si svolgo- 
no sul piano. Se oc, ^ ,Y sono i coseni direttori della generatrice, le condizioni 
d'invariabilità (IX sforni. 10) debbono essere soddisfatte per a costante, e 

però si ha necessariamente y = Oi 1 = 0, dimodoché si può porre 

p r 

a = cos e , P = sen e , dove e ha il solito significato (IX, form. 39). In altri ter- 
mini, come si era previsto, la superficie rettificante è lo stesso cilindro. In- 
tanto £ è costante. Inversamente, quando e è costante, le condizioni d'in- 
variabilità sono soddisfatte dai coseni a==cose, p=sene, y=0, e però la 
curva è tracciata sopra un cilindro, e ne incontra le generatrici sotto l'an- 
golo costante e: essa è un'elica cilindrica. Dunque perchè una curva sia 
un'elica cilindrica è necessario e sufficiente che il rapporto delle sue curva- 
ture sia costante. 

4. Teorema di Puiseux. Fra le eliche cilindriche la più semplice 
è Velica circolare^ cioè quella che, essendo tracciata sopra un cilindro circo- 
lare, ha tutti i suoi punti ugualmente distanti da una retta (asse del cilin- 
dro). E chiaro che qualunque normale alla superficie incontra l'asse ad an- 
golo retto, e però fanno altrettanto le normali principali della curva, giacché 
questa è una geodetica. Dunque con l'asse del cilindro, comune perpendico- 
lare a tutte le normali principali, coincidono tutti gli assi centrali (IX, 16). 
Ne segue che dev'essere costante la distanza h ; poi le formolo (39) e (46) del 
precedente capitolo danno 

h h 

p = — r » *'= » 

cosr e sen e cos e 

e mostrano che sono costanti anche p ed r. Inversamente, quando p ed r sono 
costanti, sono tali anche e ed A, e però (IX,/i?rw. 47) si ha pure 50=0, ^q=0. 
La prima eguaglianza prova che Tasse centrale resta costantemente paral- 
lelo a sé stesso; la seconda mostra invece che l'asse centrale non si sposta 
lateralmente. Esso non può che scorrere lungo una retta, fissa nello spazio, e 
però il punto M, che resta alla distanza costante h da questa retta, si muove 



— 144 — 

sopra un cilindro circolare, descrivendo una curva che incontra le generatrici 
sotto l'angolo costante e. Dunque perchè una curva sia un'elica circolare è 
necessario e sufficiente che le sue curvature siano costanti. 

5. Sliche e geodetiolie delle superficie coniche. Si chiama- 
no eliche coniche le curve che incontrano sotto un angolo costante le genera- 
trici d' un cono. Esse non sono mai le geodetiche di tali superficie, perchè 
non si rettificano quando la superficie del cono si applica sul piano, ma si 
trasformano invece (1, 11, e) in spirali logaritmiche. Nelle condizioni (38) 
del precedente capitolo supponiamo che a sia una costante diversa da zero, 
escludendo cosi un caso già considerato (IX, 14). Allora dovrà essere ^=«5; 
quindi, dopo aver posto p = J/l — a' sen^' , Y= k'i — a*cos4' i le dette con- 
dizioni diventano 

.o..b- yiE^p i_#,tg+ 

008^; = , — = — -^ . (8) 

a s r ds s 

Data una curva piana qualunque si può sempre, senza fletterla, torcerla in 
modo che diventi un'elica conica: la prima eguaglianza (8) serve a calcolare 
la funzione ^; poi, sostituendo questa nella seconda eguaglianza, si deter- 
mina la torsione che in ogni punto hisogna dare alla curva affinchè questa 
incontri sotto un angolo costante le generatrici d'un cono, il cui vertice ha 
le coordinate —/oc, — /p, — /y- Invece per le geodetiche bisogna, nelle predette 
condizioni (38), porre a = cose, p = sene, y = 0; si ottiene così la seconda 
delle seguenti uguaglianze : 

di dz sene ,^^ 

-—=0086 , ~r = . (9) 

ds ' ds i ^ ^ 

Si sa (IX, 14) che la prima è quella che caratterizza le superficie coniche. Se 
ne deduce successivamente 

dt , dz ^ a 

^ tge sene 

vale a dire che la prò jes ione del vertice del cono sul piano normaU in M re- 
sta alla distanza costante a da M. Portando l'ultimo risultato nella seconda 
delle (9) ed integrando si ottiene sr = ap. Dunque nelle geodetiche delle super- 
ficie coniche la torsione varia come il prodotto della flessione per Varco, Que- 
sta proprietà non appartiene ad altre curve, perchè, supponendola soddisfat- 
ta, si verifica subito, mediante le solite coudizioni d'immobilità, che il punto 
( — 5, a ,0) è fisso nello spazio, vale a dire che il piano rettificante inviluppa 
un cono. 

6. Circoli storti. Un circolo storto è la curva che si ottiene torcendo, 
senza fletterlo, un circolo piano, diguisachè una delle sue equazioni intrinse- 
che è sempre p=costante. In questa ipotesi la formola (3) dà K=p, eperòfc 
sfere osculatrici d'un circolo storto son tutte uguali fra loro. Questa proprie- 
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là non appartiene ad altre curve. Infatti la derivazione della formola (3) d& 

ds Lr ds \ ds/J ds 

Ne segue che, se B è costante, e se non è soddisfatta la (5), nel qual caso 
tutte le sfere coinciderebbero in una, è necessariamente costante anche p. 
Inoltre le formolo (6) e (7) danno 



f' = R I ^ , p=R , rr=R«. 



Dunque, come ha trovato Bouquet, e7 luogo dei centri di curvatura d'un 
circolo storto è un altro circolo storto, che ha la stessa flessione, ed una tor- 
sione che varia in ragione inversa della torsione del primo circolo. 

7. Esercizii: a) Può un'elica appartenere ad una sfera? Perchè ciò avven- 
ga la condizione (5) dev'essere soddisfatta quando vi si pone r = — ptge, con e 
costante. In tal modo si ottiene successivamente 



lp^\=z — cot' 6 , p* + s' cot' e = costante. 



Dunque (1, 8, e) le eliche sferiche si deducono per semplice torsione dalle ipocicloi- 
di, dalle epicicloidi e dalla cicloide (e <V4^, e> 'A^r, e= V^^)- 

hj Esistono eliche cilindr oceaniche , cioè curve che siano eliche ad un tem- 
po sopra un cilindro e sopra un cono? Bisogna che siano soddisfatte le condizioni 
(8) e simultaneamente si abbia r=: — ptge, con e costante. Prima si osservi che 
le (8) si possono scrivere nel seguente modo : 



, yi-a^ d . ,^ ^^l-«' . 

50034;:= p , — ~(5sen4;)= cote. 

(x ds a 

Integrando la seconda e portando il risultato nella prima si trova che le eliche ci^ 
lindrO'Coniche hanno i raggi di curvatura proporzionali all'arco^ misurato a 
partire dal vertice del cono. Reciprocamente ogni curva rappresentata dalle equa- 
zioni intrinseche pz=zksyrz=ik's^ è un'elica cilindro-conica, perchè, determinate le 
costanti ^^^yCf. mercè le relazioni 

A = — cot^J^cote , Kzzioqì^ , senvp = cote, 

oc 

è chiaro che le condizioni accennate in principio sono soddisfatte; e si può aggiun- 
gere che la curva appartiene ad un cono circolare, perchè la direzione invaria- 
bile (cos e , sen e , 0) delle generatrici del cilindro fa un angolo costante con quella 
(a,P,Y) del raggio vettore. Le eliche cilindro-coniche sono, per così dire, le spi- 
rali logaritmiche dello spazio a tre dimensioni : esse godono della singolare pro- 
prietà, già segnalata (II, 7, i) per le dette curve, di non deformarsi quando ven- 
gono sottoesposte ad una dilatazione uniforme intorno ad un punto qualunque dello 
spazio. 

e) Quali sono le sviluppanti delle eliche cilindriche 9 RMevenàocì alle for- 
molo del capitolo precedente osserviamo che, se il rapporto di p' ad r si suppone 
costante nelle formolo (44), è necessario che ^ sia costante, ed allora la seconda 

19 
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formola (43) mostra che la torsione della sviluppante ò nulla. Dunque le svilup- 
patiti delle eliche cilindriche sono curve piane. Procedendo in senso inverso si 
riconosce facilmente che non esistono altre sviluppate di curve piane. Inoltre, se ci 
rammentiamo che la binormale della sviluppante e la generatrice rettificante della 
sviluppata son parallele, vediamo subito, nel caso delle eliche, che i piani delle 
sviluppanti sono perpendicolari alle generatrici del cilindro. Nel caso partico- 
lare deirelica circolare le formolo (44) danno 

^P ' 5 I 'Il P *' 

p -^ = p co8'4'== — r sen4;cos4'= -^ , 

ds ,2 ,» 

P +r 

cioè p*z=:2as, chiamando a il raggio del cilindro. Dunque le sviluppanti delle eli- 
che circolari sono sviluppanti di circolo, 

d) Una delle sviluppate d^una curva sferica si riduco manifestamente al cen- 
tro della sfera; le altre se ne deducono facendo ruotare d*uno stesso angolo intorno 
alla curva, nei rispettivi piani normali, i raggi della sfera. In particolare, se nelle 
solite formolo (44) si cambia ^\n ^ — 7, ir, rappresentando con ^ rangole della 
normale principale in M col raggio OM, dimodoché p = Rcos4^, ^^ ottengono le 
formolo 

s' = Rcot+ . p'=|!l(cot»<^) , r=R«^cot4., 

che definiscono lo spigolo di regresso della sviluppabile circoscritta alla sfera 
lungo la curva data. Siccome si ha sr =Rp', si vede (§ 5) che il detto spigolo è 
geodetica d'un cono. E questa una proprietà evidente se si riflette che la sviluppa- 
bile polare d'una curva sferica ò necessariamente un cono, sul quale appunto sono 
geodetiche (IX, 15) tutte le sviluppate della curva data. 

e) Costruire una serie di sfere^ che abbiano i loro centri sopra una data 
linea, e risultino osculatrici ad una stessa curva. Questo problema, proposto da 
Jamet, si risolve facilmente se si osserva che, in virtù d'una nota (§ 2) proprie- 
tà, una linea qualunque si riduce ad un punto quando la sua sviluppabile pò- 
lare si applica sul piano. Con ciò si vuol dire che quando i piani normali, me- 
diante successive rotazioni intorno ai corrispondenti assi polari, vanno a coincidere 
in un piano fisso, i punti della curva, rigidamente fissati nei detti piani, finiscono 
per confondersi in un sol punto del piano fisso. Per risolvere il problema di Jamet 
bisogna cominciare dal trasformare la data curva (0), alterandone la sola torsione, 
in una curva piana (0'); si deve poi costruire una serie di sfere che passino per un 
punto arbitrario M del piano di (0'), ed abbiano i loro centri su (0'). Basta ora tor- 
cere la curva (0'), senza fletterla, fino a restituirle la primitiva configurazione (0): 
le sfere, rigidamente trascinate nel moto, non cesseranno di osculare una stessa 
curva^ luogo delle posizioni occupate da M nei piani osculatori di (0). Adunque 
ogni serie di sfere si può rendere osculatrice ad infinite curve deformando con- 
venientemente la linea dei centri \ e due configurazioni qualunque di questa linea 
si potranno sempre dedurre Tuna dall'altra per semplice torsione. 

8. Curve di Bertrand. Si chiama curva di Bertrand ogni linea 
che ha le curvature linearmente vincolate: 

a b 

-+T-=i- (10) 

p r 
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In particolare sono curve di Bortrand i circoli storti (0=0) e le curve a tor- 
sione costante (a = 0). Anche le eliche si possono considerare come curve di 
Bertrand, giacché facendo indefinitamente crescere a e 6, in modo che il loro 
rapporto tenda ad un limite cote, Tequazione (IQ) tende a convertirsi nella 
equazione caratteristica delle eliche: r = — ptge. Le curve di Bertrand sono 
caratterizzate dalla seguente proprietà: le loro normali principali sono nor- 
7nali principali di un'altra curva. Sulla normale principale d'una curva qua- 
lunque (M) prendiamo il punto Mj alla distanza a da M. Applicando le for- 
inole fondamentali alle coordinate (0,0, a) si ottiene 

dx a '8y a ^z da 

ds p ^ ds r ^ ds ds ' 

Ora, affinchè (M^) incontri ortogonalmente le normali principali di (M), bi- 
sogna che si abbia 5-3^ = 0, cioè che a sia costante. Siano a = cos6 , p=:sen6, 
Y = i coseni direttori della tangente ad (M^), in M^, dimodoché 

-?-__^cote=:l . (12) 

p r ^ ' 

Per le formolo fondamentali, relative alle direzioni, si ha 

__=^«sen6- , 5^=cose^ ,_ = _ + ._, (13) 

e si vede che dev'essere costante anche 6 affinchè la normale principale di 
(M) coincida in ogni punto con quella di (M,). Ed ora sì noti che l'equazione 
(12) definisce una curva di Bertrand, per la quale si ha 6=— acotO. È chiaro 
a priori che anche (M^) è una curva di Bertrand, per la quale a e b debbono 
avere gli stessi valori. Del resto dalle formolo (11) e (13) si deduce 



ds, Va^' + Ò^ a^ + b^ r r 

-— *= , =:a — 5— ; 

ds r p, p 

e poiché, scambiando fra loro le due curve, il rapporto ds : ds, ha il valore 
|/a'+6':r^, si vede che dev'essere rr, = a' + 6', proprietà già notata nel 
caso dei circoli storti. Si verifica poi facilmente che l'equazione (IO) appar- 
tiene anche ad (M^). La corrispondenza fra le due curve diventa illusoria 
per le curve a torsione costante, giacché, per a nullo, (M) ed (MJ coincidono. 
Quando poi una delle curve tende a diventare un'elica, l'altra si allontana 
all'infinito. Finalmente è utile osservare, nel caso generale, che i triedri 
fondamentali delle due curve sono rigidamente legati fra loro. 

9. Dalla precedente questione si è naturalmente condotti allo studio 
delle superficie formate dalle normali principali ad una curva. Se questa si 
prende come curva fondamentale, le formolo (37) del precedente capitolo deb- 
bono essere soddisfatte per a=:p = 0,Y = l, e però si ha 

1 senTCOST 1 cos't 



p p ^ r p 
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cioè T=e e jp=— Acots, come si è già osservato (IX, 16) per altra via. Af- 
finchè sulla superficie esistano due linee, che ammettano le generatrici come 
normali principali, è necessario che ciascuna di esse sia una curva di Ber- 
trand, ed in generale non potrà esisterne una terza; ma se questa esiste, do- 
vranno esisterne infinite altre, che son tutte le eliche circolari definite dalle 
infinite coppie di valori costanti di p e di r, soddisfacenti alla (10) per una 
data coppia di valori di a e di b. Una delle infinite eliche (p = oo,r = 6) si 
riduce ad una retta, asse comune degli infiniti cilindri circolari sui qaali son 
tracciate le eliche stesse, e linea di stringimento (t=0) della superficie. In- 
tanto, poiché il parametro distributore p ha il valore costante 6, anche il 
rapporto fra la distanza e Tangolo di due generatrici qualunque si conserva 
costantemente uguale a b. Dunque (IX, 7, h) la superficie è un elicoide a pia- 
no direttore. 

10. Ad un^altra proprietà caratteristica delle curve di Bertrand si giun- 
ge cercando se pud accadere che una retta rigidamente legata al triedro fon- 
damentale d*una curva resti normale alle traiettorie dei suoi punti. Eviden- 
temente una tale retta deve appartenere al complesso delle normali^ trovato 
neirultimo paragrafo del capitolo precedente, e però fra le sue coordinate, 
che si suppongono costanti, deve intercedere la relazione 

l_^ + a = 0. (14) 

r p 

Se le curvature variano, e se varia ad un tempo il loro rapporto, come acca- 
de in generale, non si può soddisfare alla (14) se non prendendo a =0,4=0, 
tj=0. Queste equazioni rappresentano fe normali alla curva e le altre per- 
pendicolari alla tangente, situate nel piano rettificante. Un primo caso ecce- 
zionale si presenta quando le curvature, pur variando, si conservano in un 
rapporto costante, nel qual caso la curva è un'elica non circolare. Si soddi- 
sfa allora alla (14) prendendo a=0 , ècose-f tj8en£=0, e però le parallele al 
piano normale^ che incontrano la generatrice^ sono le sole rette che rispon- 
dano alla questione. Ma se l'elica è circolare la condizione (14) non si scin- 
de, ed ogni retta del complesso delle normali gode della proprietà enunciata. 
Del resto questi casi rientrano nel caso eccezionale unico delle curve di Ber- 
trand. Infatti, quando fra le curvature intercede il vincolo (10), si soddisfa 
alla (14) prendendo 

4 = — 5a , '0 = aa , (15) 

e non altrimenti. Di queste equazioni la seconda rappresenta il complesso 
delle rette che incontrano la parallela g, condotta da M, alla binormale di 
(M) ; ed alla prima si può sostituire l'equazione 

«4 + 5tq = , (16) 

che rappresenta il complesso delle rette che si appoggiano sulla parallela g 
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condotta per M alla binormale di (M^). Dunque quelle rette rigidamente le- 
gaie al triedro fondamentale d*una curva di Bertrand, che incontrano g e 
Si , restano normali alle traiettorie di tutti i loro punti. In particolare per 
ogni circolo storto le rette che rispondono alla questione son quelle che si 
cippoggiano sulla tangente e sulV asse polare. Per le eliche non circolari g, sta 
all' infinito nel piano normale e g è la generatrice del cilindro. Invece un'eli- 
ca circolare si può in infiniti modi considerare come una curva di Bertrand, 
e le infinite congruenze che in tal modo si ottengono costituiscono appunto 
Y intero complesso delle normali. Finalmente nel caso delle curve a torsione 
costante non si può più sostituire Tequazione (16) ad una delle (15); queste 
diventano 10 = 0,1= — ra, e non rappresentano retto che si appoggiano su 
due rette distinte. Ciò avviene perchè, nel caso considerato, (MJ coincide con 
(M), e le rette g e g^ tendono a confondersi con la binormale, in guisa che il 
rapporto del loro angolo alla loro distanza tende ad un limite, che misura la 
torsione della curva. Le rette che rispondono alla questione sono dunque 
allora tutte le tangenti ad una certa superficie storta, lungo la binormale. 

11. Le linee di Bertrand sono curve particolarissime fra le linee intrin* 
secamente definite dall'equazione 

p r pr p r 

Queste si presentano come eccezionali quando si cerca se esistano sviluppa- 
bili fra le superficie generate dalle rette rigidamente connesse al triedro fon- 
damentale. Si sa dal precedente capitolo che le coordinate (costanti) di tali 
rette debbono soddisfare alla condizione 

che prende appunto la forma (17) quando si fa uso delle formolo fondamen- 
tali, purché si ponga 

A -B - C~~ P "-"q" • ^^^^ 

Se fra le curvature non sussiste alcun vincolo del tipo (17), conviene che si 
annullino nelle (18) tutti i numeratori, e siano conseguentemente soddisfatte 
le condizioni a=:l,p=:0,iQ=0, le quali definiscono le parallele alla tangente^ 
tracciate nel piano rettificante. Adunque son queste, in generale, le sole ge- 
neratrici di sviluppabili; ma altre simili rette possono esistere quando la 
curva appartiene alla classe definita dall'equazione (17). Effettivamente, se 
non sono tutti nulli i coefficienti della detta equazione, eliminando 4 ed t) fra 
le (18) si ottengono le relazioni 

por le quali si vede che esistono, in generale, altre quattro generatrici di svi- 
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tuppàbili parallele alle intersezioni d'un certo cono quadrico con una coppia 
di piani: il cono, che ha il vertice sulla curva, tocca, lungo la tangente, ii 
piano osculatore, ed i piani passano per la normale principale. Tuttavìa si 
noti che, se A,B,C sono nulli, svanisce la prima equazione (19), l'equazione 
(17) rappresenta un'elica, e le generatrici del cono rispondono tutte alla que- 
stione, poiché dalle (18) si trae ancora è = , iq = 0. 

12. In ciò che precede, affermando che le (19) ammettono un numero li- 
mitato di soluzioni comuni, si è tacitamente supposto che il secondo membro 
della (17) non sia, nel senso algebrico, un divisore del primo. Nel caso con- 
trario l'equazione si riduce alla forma (10), e rappresenta una curva di Ber- 
trand. Siccome poi a P ed a Q si possono attribuire valori arbitrari], purclif- 
non entrambi nulli, anche per queste curve, come per le elicfie, infinite altre 
rette rispondono alla questione proposta. Scritte le (19) sotto la forma 

(aa-l-^p)(Pa+QP)=0 , «(Pa-f Qp) = P , 

si vede subito che si può ad esse in due ben diversi modi soddisfare, annul- 
lando cioè r uno r altro fattore del primo membro della prima equazione. 
Quando si pone uguale a zero il secondo fattore, è P=0, in virtù della se- 
conda equazione, e però anche ^ = 0. Inoltre 

A = Pfl == , B = Q^ , C = P6 + Qa = Qa . 

Ciò premesso, le (18) diventano 

b a a ' 

I numeratori son tutti nulli solo quando sian tali y ed iq : si ritrovano allora 
le infinite parallele alla tangente, tracciate nel piano rettificante. Nel caso 
contrario le ultime equazioni definiscono una congruenza, dalla quale la con- 
dizione ^=0 stacca un paraboloide iperbolico cr, rappresentato dalle equa- 
zioni 

Annullando invece il fattore aa-f&p, dalle (18) si trae 

x\=aci. , y(^ + 5y)=0 . 

Per Y=0 si ottengono infinite altre rette parallele^ situate in un piano pa- 
rallelo alenano rettificante. Se y ^on si pone uguale a zero, le equazioni 

definiscono le generatrici d'un altro paraboloide ct^ , parallele ad un piano 
che passa per la normale principale. È dunque caratteristica ^er le curve di 
Bertrand V esistenza di due paraboloidi iperbolici , rigidamente connessi al 
triedro fondamentale , e tali che le loro generatrici d'un sist^ìia resiano fan- 
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genti a certe curve dello spazio. L'osservazione finale del §8 ci spiega perchè 
nella precedente ricerca siam pervenuti a due paraboloidi ed a due sistemi di 
rette parallele: è chiaro, infatti, che il paraboloide cr^ non è, per così dire, 
che il paraboloide ^ relativo a qaella carva di Bertrand che, per le cose 
dette nel §8, ha le stesse normali principali della curva considerata. Osser- 
viamo, per finire, che i due paraboloidi coincidono per le curve a torsione co- 
stante, e degenerano (IX, 7, f) in due parabole nel caso dei circoli storti : una 
parabola è situata nel piano osculatore, ha il vertice sulla curva ed il fuoco 
nel centro di curvatura; Taltra è situata nel piano normale, ha il fuoco sulla 
curva ed il vertice nel centro di curvatura. 



XL TEORIA GENERALE DELLE SUPERFICIE. 



1. G-eodeticlie ed assintoticlie. Le proprietà intrinseche d' una 
superficie nel dominio di ciascun punto M sono strettamente legate a quelle 
delle curve che passano per M. In seguito (XV , 1) si vedrà che le tangenti a 
tutte queste curve stanno in un piano, che si chiama j^/ano tangente alla su- 
X)erfìcie in M. La normale alla superficie, cioè la perpendicolare elevata per 
M al piano tangente, è normale a tutte le curve che passano per M, e può 
per alcune essere la binormale, per altre la normale principale. Le curve che 
in ogni loro punto hanno la binormale coincidente con la normale alla super- 
ficie si dicono assintotiche; quelle che ammettono la normale stessa come 
normale principale (cfr. IX, 10) si chiamano geodetiche. In altri termini, se si 
considera la sviluppabile circoscritta ad una superficie, lungo una data curva, 
cioè l'inviluppo dei piani che toccano la superficie nei punti della curva, si 
può dire che la sviluppabile circoscritta lungo un' assintotica ammette que- 
sta curva come spigolo di regresso, mentre la sviluppabile circoscritta lungo 
una geodetica è la rettificante di tale curva. Per ben rendersi conto della 
differenza essenziale fra le due specie di curve è utile materializzare la su- 
perficie attribuendole uno spessore, ed immaginarsi d'altra parte la curva 
come una striscia tagliata nella sviluppabile delle tangenti, cioè in quella 
successione di piani ai quali si può (IX, 4) dire che maggiormente apparten- 
gono i successivi elementi lineari della curva. Quando sopra una superficie 
si vuol collocare una geodetica, la striscia deve penetrare normalmente nello 
spessore della superficie stessa, mentre per collocare un' assintotica basta a- 
dagiarla sulla superficie, sulla quale essa starà come una striscia piana sul 
proprio piano. Sia + l'angolo di cui la normale alla superficie, agli occhi di 
un osservatore posto sulla parte positiva della tangente, deve ruotare nel 
senso degli indici d'un orologio per andare a coincidere con la normale 
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principale. Presto vedremo frequentemente comparire nei nostri calcoli le 

quantità 

che 8i chiamano curvatura normale e curvatura geodetica, e dovremo sempre 
tener presente che le geodetiche sono caratterizzate dal costante 
annullarsi della curvatura geodetica ^mQuixQ le assintotiche sono 
caratterizzate dal costante annullarsi della curvatura norma- 
le. Qui si noti che le sole rette hanno la proprietà di essere ad un tempo as- 
sintotiche e geodetiche su qualunque superficie. 

2. Linee di curvatura. Una linea tracciata sopra una superficie si 
dice di curvatura se le normali alla superficie, lungo la linea stessa, formano 
una sviluppabile. Già (IX, 15) si è visto che occorre e basta, aftinché ciò av- 
venga, che la derivata di ^ rispetto all'arco sia uguale alla torsione della 
curva, e però, se^^chiamiamo torsione geodetica la quantità 

ds r ' 

possiamo afiermare che le linee di curvatura sono caratterizzate dal 
costante annullarsi della torsione geodetica. In particolare tutte le 
linee tracciate sopra una sfera sono linee di curvatura di tale superficie, per- 
chè le normali concorrono nel centro; e più particolarmente ancora ogni 
linea piana è linea di curvatura ed insieme assintotica del piano in cui giace. 
Tornando al caso generale osserviamo che (IX, 15) se una curva è linea di 
curvatura su due superficie, queste s'incontrano lungo la linea stessa sotto un 
angolo costante; e se due superficie s'incontrano ad angolo costante, la linea 
d'intersezione non può essere linea di curvatura sopra una delle superficie seìi- 
za esser tale anche sull'altra. Ne segue che, se una linea di curvatura è pia- 
na, il suo piano taglia la superficie ad angolo costante; ed altrettanto si può 
dire d'una linea sferica qualunque e della sfera su cui giace. Beciprocamen- 
te, se un piano o una sfera tagliano una superficie sotto un angolo costante, 
l'intersezione è linea di curvatura sulla superficie die si considera. Final- 
mente si osservi che, se per una linea di curvatura è costante l'angolo ^, la 
linea è necessariamente piana. In particolare (+ = 0) ogni linea geodetica di 
curvatura è piana^ ed il suo piano taglia la superficie ad angolo retto. 

3. Forinole fondamentali per le curve tracciate sopra una superfi- 
cie. Per lo studio intrinseco d'una linea tracciata sopra una superficie è utile 
prendere come asse z la normale alla superficie in un punto mobile M, rite- 
nendo come asse x la tangente alla curva. Se nelle condizioni (IX, 4) d'im- 
mobilità 

dx z dy z dz X y 

ds p ' ds r ^ ds p »• ' 
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relative al -triedro fondamentale della curva, s'introducono le nuove coor- 
dinate 

ip = a;' , y = y'cos^J^ — ysen*}' , zz^ysen^-^z'cos^ , 

si ottengono le relazioni 

^ = @^^-%-l , p^=qx-^^z , g=%-gn£)^. (1) 

evidentemente le formole fondamentali, che servono a far conoscere le va- 
riazioni assolute delle coordinate x,y^z d*un punto qualunque, mobile in- 
sieme ad M, sono 

ds ds ^^ • 

ed è chiaro che sussistono anche quando x,y,z hanno il significato di cose- 
ni direttori, purché dalla prima si tolga il termine costante 

4. Teoremi di Meusnier e di Bonnet. Quando dal punto M si 
passa ad un punto infinitamente vicino M', la variazione della coordinata £f 
d'un punto fisso qualunque ha lo stesso valore per tutte le curve della super- 
ficie, che si toccano in M, perchè rappresenta la differenza fra le distanze del 
punto fisso ai piani che toccano la superficie in M ed in M', ed è per conse- 
guenza la stessa per tutte le curve che hanno in comune l'elemento MM'. 
Segue dunque dalla terza formola (1) che ciascuna delle quantità ^ ed §H9 
conserva un valore invariato per tutte le curve della superficie, tangenti in 
M ad Mz. Nell'invariabilità di ^ sta il teorema di Bonnet, dal quale sì 
deduce che, a prescindere dal segno, la torsione geodetica d'una curva non 
differisce dulia torsione assoluta della geodetica tangente. Il teorema di Mete* 
snier afferma invece l'invariabilità di S^, ed ha importanti conseguenze. 

Prima di tutto, se ^ ha lo stesso valore (^ Vj^ì P^r due curve tangenti, an- 
che i valori di p debbono essere uguali, cioè due curve che, in un punto della 
superficie, sono osculate da uno stesso piano, hanno curvature (assolute o 
geodetiche) uguali, purché il comune piano osculatore non sia il piano tan- 
gente alla superficie. Fra tutte le curve che toccano in M una data curva si 
consideri la sezione piana normale, fatta nella superficie dal piano zx. Se p^ 
è il suo raggio di curvatura, il teorema di Meusnier dà per SR9 il valore Irp^. 
Dunque la curvatura normale d'una linea qualunque, tracciata sopra una su- 
perfide, è la curvatura della sezione piana normale, fatta nella superficie 
tangenzialmente alla linea stessa. Quanto alla curvatura geodetica, si noti 
che, in virtù dello stesso teorema di Meusnier, nel cilindro che projetta orto- 
gonalmente la curva sul piano tangente, la curvatura della sezione normale, 

20 
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tangente alla curva stessa, è appunto — -. Dunque la curvatura geodetica 

P 
d'una linea, tracciata sopra una superficie^ è la curvatura della projessione 

della curva sul piano tangente. Finalmente per T invariabilità di SI9 si ha 

pzizpQCos^', e però il centro di curvatura di qualunque linea d'una superficie, 

in un punto M, si ottiene proiettando sul piano osculatore della curva stessa 

il centro di curvatura di quella sezione piana normale, che tocca la curva in 

M. Questa costruzione non regge per le curve tangenti alle assintotiche, 

giacché nelle assintotiche 2% è nulla per l'annullarsi di cos^', ma p ha un 

valore qualunque. Se una curva tocca un*assintotica in un punto M, senza 

osculare il piano tangente alla superficie, cos4^ non è nullo, e però dev'essere 

nulla la flessione; ma quando la curva è osculata dal piano tangente, la sua 

flessione è suscettibile di qualunque valore, generalmente diverso da quello 

che ha la flessione delPassintotica tangente. 

5. L' invariabilità di Sfl£> e di ^, per tutte le curve che hanno una data 
tangente, risulta più agevolmente ancora dallo studio delle normali alla su- 
perficie nel dominio d*un punto M. Quando le formolo (2), relative alle di- 
rezioni, si applicano alla direzione (0,0,1), si trova che la normale in M' ha 
i coseni direttori — Sft^ds ,^ds ,1, e ciò basta per essere sicuri che ciascuna 
delle quantità Sfl9 e ^ ha un sol valore per tutte le curve che ammettono 
in comune Telemento MM'. Si vede inoltre che, nel passare da M ad M', lo 
spostamento angolare del piano tangente alla superficie risulta da due rota- 
zioni infinitesime, delle quali una, proporzionale alla curvatura normale, si 
esegue senza che il piano ruoti intorno ad MM', mentre l'altra, proporzio- 
nale alla torsione geodetica, consiste appunto in una rotazione intorno alla 
tangente. In modo analogo si giunge all'interpretazione della curvatura 
geodetica, considerando invece la direzione (1,0,0). Si trova che la direzione 
della tangente in M' ò definita dai coseni l, — <^ds,i^ds, e però la tangente, 
mentre partecipa al moto del piano tangente, ruota in questo piano per un 
angolo ^cfo, nel senso opposto a quello degli indici d'un orologio, agli occhi 
d'un osservatore collocato sulla parte positiva della normale. In altri termi- 
ni la curvatura geodetica è proporisionale alla proje^ione, sul piano tangente, 
dell'angolo di due tangenti infinitamente vicine, come la torsione geodetica è 
proporzionale alla projezione, sul piano normale alla curva, dello spostamen- 
to angolare della normale alla superficie. Ora è chiaro che ^ dipende non 
dalla sola tangente in M, come 0I9 e ^, ma benanche dalla tangente in M', 
vale a dire che il valore di (^ è unico per tutte le curve della superficie, 
osculate in M da uno stesso piano, ma non per tutte le curve tangenti fra 
loro in M : a questa circostanza si deve se da ogni punto d'una superficie e- 
scono geodetiche (^ = 0) in tutte le direzioni, mentre le linee di curvatura 
{'^ = 0) e le assintotiche (ì3Tì)=0), che passano per un dato punto M, sono, 
come ben presto si vedrà, in numero limitato, appunto perchè imporre, in 
M, il valore di ^ di §%> ad una curva, significa imporre il valore stesso 
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alle ìoBnite curve che toccaDO in M la curva data, qualunque sìa il piano 
che le oscula. 

6. Le considerazioni svolte nei primi quattro paragrafi dell'ottavo capi- 
tolo SODO applicabili immediatamente ai sistemi di curve tracciate sopra una 
superficie qualunque, e però si può dire che da ogni funzione dei punti d*una 
superficie sorge la rappresentazione analitica d' un sistema semplicemente 
infinito di curve; poi, definito il quoziente differenziale della funzione in una 
direzione qualunque , e posti a fondamento d* un sistema ortogonale di coor- 
dinate curvilinee, secondo il § 7 del citato capitolo, i due sistemi di curve de- 
finiti dalle funzioni q^ e g,, si è condotti ad esprimere la distanza fra due 
punti infinitamente vicini mediante la formola 

in cui le Q sono funzioni delle ^ ; e si riconosce che i quo/sienti differeneiali 
nelle direzioni delie linee coordinate dipendono nel seguente modo dalle de- 
rivate relative alle q- 

Ciò premesso, e posto 

la condizione 

necessaria e sufficiente per resistenza d'una funzione f, i cui quozienti diffe- 
renziali siano ìè funzioni pì'escritte u ^ v, si trasforma in 



{ìr+^')''=Qr+'^'> ■ (" 



Ne segue che per qualunque funzione si deve avere 



=■ "' =^.i-^.i- (^) 



È questa una relazione assai utile nell'analisi intrinseca delle superficie. 

7. Ora, stabilito sulla superficie un sistema di coordinate curvilinee or- 
togonali, dirigiamo gli assi Ma; ed M^ secondo le tangenti alle linee coordi- 
nate q^ e q^ che passano per M. Quando M tende a spostarsi secondo la li- 
nea g^ , le condizioni 

^=msz-<^y-l , ^=qx-^, , |i = ^y-STp« (6) 
sono necessarie per 1' immobilit& del punto (je,y,s). Per trovare le condizioni 
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analoghe nell'ipotesi che M tenda a spostarsi secondo la linea q^ bisogna 
camhiare a; ed y in y e —a?, rispettivamente, ed attribuire a ^ , S^ , (^ 
i loro valori, relativi alla detta linea jg, dimodoché si ha 

Qui importa notare che per x^y q e nulli, quando cioè si considera l'istante 
del passaggio di M per la posizione fissa (a;,j/,ier), le formolo (6) e (7) danno 

3j?__3y_ Sa? __ Sj/ _ òg _ ()^ _ 

a^^S*,""" ' <)5, ~ 3*4 "" 35, ~" à^, "" 

Se, continuando a supporre nulli a;,j/,^, si applica alle (6) Toperazione ^, 
tenendo conto delle (7), si ottiene ' 

V » Ti. :\„ — ^ » -N» "N- — ^ • 



3*1 3*, 3*, 3*, ' 3*4 3*, 

Applicando invece alle (7) T operazione -;r— si trova, in virtù delle (6), 



'1 



3*^ 
Vx _ 3V />' 3*z 



= , ,.V*.- = (^- , ,:"^ = ^'. 



3*23*j 3*j3*4 3*j3*4 

Ciò premesso , basta esprimere che la relazione (5) è soddisfatta dalle fun- 
zioni 0? ed j^ per ottenere i valori delle curvature geodetiche delle due linee, 
espressi mediante le (3) : 

Applicando a ^ la medesima relazione si ottiene invece ^ + S' = , e si 
dimostra cosi il seguente teorema di Bonnet: le torsioni geodetiche di due 
linee, che si tagliano ad angolo retto, sono, nel punto d'incoyiiro, uguali ed 
opposte. 

8. Osserviamo che, quando si assume una geodetica come linea coordi- 
nata, per esempio come linea g, , si ha ^,=0, e però Q, dev'essere, in virtù 
di (3), funzione della sola g, . Ne segue che, sostituendo a q^ una conveniente 
funzione di g,, si può sempre supporre Qt^l, e così il quadrato dell'ele- 
mento lineare viene espresso da f?2i* + Qa'^3a*- ^^ distanza fra due punti M 
ed M' della geodetica considerata, computata lungo la geodetica stessa, è la 
differenza assoluta fra i valori di g, in M ed M', e però due qualunque trajet- 
torie ortogonali d'un sistema di geodetiche staccano archi uguali dalle infi- 
nite geodetiche, proprio come accade nel piano per le trajettorie ortogonali 
di qualunque sistema di rette. Questa ed altre proprietà si debbono al fatto 
che le geodetiche sonOy per così dire, le rette della superficie. Infatti, quando si 
va da M ad M' seguendo, non la geodetica, ma un'altra linea, si percorre un 
tratto di maggiore lunghezza , perchè g, non si mantiene costante se non 
lungo la geodetica. Cosi ci spieghiamo perchè la geodetica segna il più breve 
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cammino fra due punti non troppo lontani d'una superficie. Del resto questa 
proprietà apparisce evidente se si riflette che, per le cose dette nel § 6, un 
punto che descrive una curva qualunque, sopra una superficie, subisce ad 
ogni istante, sulla superficie stessa, una deviazione (^ds. Ora, se si vuole che 
il punto vada per la via più breve, bisogna pure, per impedirgli di deviare, 
supporre che sia costantemente ^ = 0. In tal modo si spiega anche perchè 
tin filo, teso sopra una superficie, si dispone sempre in forma di geodetica; ed 
è questo un fatto notevole, in quanto che suggerisce un mezzo pratico sem- 
plicissimo per segnare le geodetiche sopra una superficie qualunque. Senon- 
cbè, materializzata la superficie, in certi punti accade che il filo se ne stacca 
per tendersi nello spazio in forma di retta, ed allora nei punti stessi biso- 
gnerà immaginare che si siano praticati altrettanti fori, in modo da permet- 
tere al filo di attraversare la superficie per appoggiarsi or sull'una or sull'al- 
tra faccia. Come si assegnino a priori i posti in cui si deve bucare la superfi- 
cie risulta da un'osservazione ovvia, cioè dal notare che in essi cambia segno 
la flessione del filo, dimodoché, essendo anche S^=zO^ i punti cercati sono 
fra quelli nei quali la geodetica tocca qualche assintotica. 

9. Forinole fondamentali per Vanalisi intrinseca delle superficie. 
Dopo i risultati del § 7 , se con 0l£>^ ed 2%^ si rappresentano le curvature 
S^ ed 3^', le condizioni (6) e (7) prendono la forma definitiva 

(8) 

Sou queste condizioni necessarie per V immobilità del punto (x,y,z), ed an- 
che sufficienti y giacché qualunque spostamento infinitesimo dell'origine M 
sulla superficie si può sempre far risultare da due spostamenti lungo le linee 
coordinate. Se poi si vogliono, più generalmente, le variazioni assolute, nello 
spazio, delle coordinate d*un punto mobile con M, quando M si sposta sulla 
superficie nella direzione definita dall'angolo co con Mx^ basterà prendere, 
come nelle (2), le differenze fra i primi ed i secondi membri delle formolo (8), 
per applicar poi l'operazione 

-=.cosa>- + senco-. (9) 

• 

Oltre le (8) ha grande importanza un'altra terna di relazioni, necessarie e 
sufficienti perchè le (8) possano essere soddisfatte da tre funzioni x^y ,z di 
?i ® 22- Affinchè, per esempio, esista la funzione z^ occorre e basta, in virtù 
di (5), che si abbia 

3 i 
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qualunque siano x,y^0\ e poiché al primo membro si può, ia yirtù delle 
stesse (8), dar la forma 

si vede che le cinque curvature S^^ , ^^^ i "^ ) ^n ^g debbono soddisfare 
alle prime due relazioni della terna 

ed anche alla terza, che si ottiene operando analogamente su rr o sa y. Son 
queste le forinole di Codazzi: l'ultima porta più specialmente il Dome di 
Gau ss, e si riduce, nel caso del piano, alla nota (YIII, 10) relazione di Lamé. 

■ 

10. Teorema di Bulero. Come variano le curvature normali e le 
torsioni geodetiche intorno ad un punto? Distinguiamo con un indice co tutto 
ciò che si riferisce ad una curva qualunque, che passi per M tangenzialmente 
ad una retta inclinata di co sull'asse M.r. Per questa curva la terza formola 
(1) diventa ^ 

' dz 

— = (— ojsenco -1 t/cosco)^^^ — (a? cos co -|- y sen co)!^^^ , 
ds 

e d'altra parte si ha, osservando le (8), 

dz 

— ==(S?/--S)l9^a?)cosco4-('Ea; — 2)It\y)senco . 

i 

Identificando si ottiene 

^^j^cosco4" ^0) sen co = 2^,008 co — esanco , 

S^^senco — ^^^costo = '^^sen(s) — 'Scosco , 
e se ne trae 

5^^=3*IPjCos'co — 2^coscosenco-[-S%>2sen*co . (11) 

È noto che da una siffatta forma si può sempre, ma generalmente in un mo- 
do solo, fare sparire il termine rettangolo, mercè una conveniente rotazione 
degli assi, intorno ad M, nel piano tangente. Allora, ed allora soltanto, es- 
sendo ^ — 0, le due curve coordinate sono linee di curvatura. Adunque, co- 
me ha trovato Monge^ passano per ogni punto d'una superficie due sole liìiee 
di ctirvafura, perpendicolari fra loro. Noi chiameremo raggi principali di 



(10) 
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curvatura, e rappresenteremo sempre con E^ ed R,, i raggi di curvatura 
di quelle sezioni normali, che toccano le linee di curvatura, diguisachè, 
orientati gli assi tangenzialmente a queste linee, la (11) diventa 

-^ cos'o) . sen'co ' , 

Questa importante formola di Eulero, sussidiata dal teorema di Meusuier, 
mostra che in ogni punto d*una superficie basta che sia nota la curvatura di 
due linee per conoscere quella di qualunque altra curva. 

11. In punti speciali, detti ombelichi, può accadere che sia B,=:K2, ed 
allora si ha '^ = in tutte le direzioni, ed S^^ non dipende da w, vale a 
dire che negli ombelichi concorrono infinite linee di curvatura, e la curvatu- 
ra normale ha un valore unico per tutte le curve che passano in siffatti 
punti. Può una superficie essere composta tutta di ombelichi ? Per risponde- 
re alla questione si assumano a linee coordinate le linee di curvatura , e si 
noti che le prime due formolo di Codazzi diventano 

a^^R, \R, RJ^^ ' D^.R, VRa R,r' ' 

queste mostrano che, se in ogni punto si avesse E^ = Kj, il comune valore di 
K^ ed B, sarebbe una costante R. Ciò premesso, basta osservare che le con- 
dizioni (8) sono soddisfatte da a; = 0,y=:0, j2? = R,'per convincersi che i 
punti della superficie son tutti alla distanza R da un punto fisso, vale a dire 
che Vunica superficie, su cui ogni punto è un ombelico, è la sfera. Ne segue 
che, oltre la sfera (cfr. § 2), non esistono altre superficie per le quali ogni li- 
nea è 'linea di curvatura. 

12. Tornando alla (12) osserviamo che, se B^ ed R, hanno lo stesso segno, 
^^^^ conserva un segno invariato al variare di co, e però non si annulla mai. 
Dunque per tali punti, che si dicono ellittici, non passano assintotiche reali. 
Quando invece R^ ed R^ hanno segni opposti, S^^^ si annulla in due direzio- 
ni, definite dalla formola 



--v-k- 



tgo> = ±^-^'. (13) 

Allora il punto si dice iperbolico, e si vede che per ogni punto iperbolico pas- 
sano due assintotiche reali, egualmente inclinate sulle linee di curvatura. 
Intanto, come dalle (10) si è dedotta la (11), così possiamo anche ricavarne 
la formola di B o n n e t 

<S^=75cos2co-[- ^(^r^c), — J2^3)sen2a) , (U) 

che ci dicecome varia la torsione geodetica intorno a ciascun punto. La leg- 
ge di variazione prende la forma semplicissima 

^«"^ {r~ "~ rt)^^" ^ ^^^^ ^^^^ 



— 160- 

SG Tangolo co si computa a partire da una linea di curvatura. In particolare, 
quando in (16) si pongono per w i valori definiti dalla (13), si trova che il 
raggio di torsione delle assintotiche è uguale a )/ — KiR,: è questo un no- 
tevole teorema di Enneper. 

13. Indicatrice di IDupin. Per ben rendersi conto del modo di com- 
portarsi d* una superficie, intorno a ciascuno dei suoi punti , è utile ricorrere 
ad una rappresentazione geometrica della formola (12). Sulla tangente defi- 
nita dall'angolo co si prenda il segmento MP uguale alla radice quadrata del 
valore assoluto del raggio di curvatura normale. Il luogo dei punti (reali) P 
si chiama indicatrice di Dupin. Le coordinate di P nel piano tangente sono 



e però si ha 



cosco senco 

X=z ■ , y=z -jzrz: 



O ' — -— "^o 






come equazione del luogo dei punti P, reali o immaginarii. Nei punti ellittici 
della superficie l'equazione (16) rappresenta due ellissi (IH, 4), delle quali 
una sola è reale, ed è per conseguenza T indicatrice, che negli ombelichi si 
riduce ad un circolo. Nei punti iperbolici Tequazione (16) rappresenta invece 
due iperboli reali , con centro , assi ed assintoti comuni. Ora è chiaro che le 
linee di curvatura si possono definire come quelle che in ogni loro punto 
toccano un asse dell'indicatrice di Dupin, mentre le assintotiche toccano, in 
ciascun punto, un assintoto dell* indicatrice stessa. Cosi si spiega perchè le 
assintotiche solcano le sole regioni composte di punti iperbolici, e come in- 
torno a ciascuno di questi esse determinino due regioni angolari, per una 
delle quali la curvatura normale è positiva, mentre per T altra è negativa. 
Intanto, se si fissa per un istante in M Torigine degli archi d'una curva qua- 
lunque, le formolo (1) mostrano che si ha 

5* 2 \ ds ds I 2 

e però e ha il segno di S>l£>, Dunque nel dominio d'un punto ellittico la super- 
ficie è tutta situata da una stessa parte del piano tangente. Invece ìiel domi- 
nio d'un punto iperbolico la superficie è tagliata dal piano tangente, e la li- 
nea d'intersezione ha due rami che passano nel detto punto toccando le as- 
sintotiche. 

14. Tangenti conjugate sono due qualunque diametri conjugati dell' in- 
dicatrice di Dupin. Quando il punto M si sposta sulla superficie nella dire- 
zione definita dall'angolo co, rispetto alle linee di curvatura, il piauo tangente 
(^=0) ruota intorno alla retta definita dairequazione 

cosco^ — l-senco^— = , 



-161- 
cioè, osservando le (8), y=xtg<ù\ essendo 

tgcotga)' = — -» . 

Dunque (111,4) due tangenti coniugate sono tali che, quando un punto tende 
a spostarsi lungo una di esse, il piano tangente tende a ruotare intorno al- 
l'altra. In altri termini le generatrici della sviluppaòile circoscritta ad una 
superficie, lungo una data curva, sono conjugate alle tangenti della curva 
stessa. In particolare sono coDJugate fra loro le tangenti alle due linee di 
curyatura, ed è coDJugata a so stessa ogni tangente ad una linea assintotica. 
L'angolo che una tangente fa con la sua conjugata si può subito determi- 
nare, mercè le (1), derivando l'equazione del piano tangente. Si ottiene 

tg9 = -^ , (17) 

e si vede nuovamente che si ha =0 per le assintotiche, = Ya^ V^^ 1^ lì' 
nee di curvatura. 

16. In varie questioni è utile ricorrere alla rappresentazione sferica 
della superficie, che consiste nel porre in corrispondenza i punti della su* 
perficie con quelli d'una sfera di raggio 1, in guisa che siano parallele le 
normali alle due superficie nei punti corrispondenti. Se, rispetto ai soliti 
assi, sono x,y,0 le coordinate di quel punto della sfera che corrisponde al- 
l'origine, le funzioni x^y e is+l, coordinate del centro della sfera, debbono 
soddisfare alle condizioni (1), e però si ha 

poi le formolo (2) danno 

ds ds ds 

Ne segue che l'angolo delle tangenti alle due curve è 6+Vs^, dove ha il 
significato (17). Dunque la tangente conjugata eia tangente alV immagine 
sferica d'una curva sono perpendicolari» In particolare si noti che nella rap- 
presentazione sferica le linee di curvatura non sono deviate ^ mentre le as^ 
sintotiche sono deviate per ^I^tì, 

16. Come nei precedenti paragrafi si è studiato il modo di variare della 
curvatura normale e della torsione geodetica nelle infinite direzioni che si 
possono considerare intorno ad un punto, cosi vogliamo ora cercare le leg- 
gi di variazione della curvatura geodetica, che pure non ha (§ 5) un valo- 
re unico per tutte le curve tangenti in un punto ad una stessa retta* Siano 

■>-»-=r-:»^ G ^ eie che diventano le operazioni -r- » ^r- © 1© curvature ^.y 
OS OS cs^ os^ 

21 
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<^, , quando gli assi ruotano di co nel piano tangente. Evidentemente 

^-- = cos&)^r — hsena).r— , r-,=: — senco^r — }-cosw^r— . (18) 

OS 05| 0*, OS os^ 0*, 

Intanto si ha, applicando la seconda operazione (18) al risultato della prima, 



3' , 3* , 3» 

- = cos'a)-^— ;r sen^to^r—^ coscoseno) 



/3» _ 3» \ , 3w 2^ 
\3V'"3"V/"*"3?3? ' 



0' . 0' ( 3' 3* \ 3a> 3 

= cos'a):r~^; sen'o) ^r— r coso)8ento(:r-- — e— « J — ^^ ;r- • 

\35j* 3j, / 3* 35 



353* òsfis^ "òs^s^ 

Applicando invece la prima al risultato della seconda si ottiene 

3* 
"òs'òs "òs^s^ " "' 3s^35, 

Quindi sottraendo, e ricordando che dev* essere identicamente soddisfatta la 
relazione (5) per qualunque coppia di curve ortogonali « 

V^"3F73?~(^ + 37)37'^^*3;;""^*3;; 

= ^.(8ena>A + coso)l)-^,(coscoA~sena,^) . 
Dunque 

^ + ^ =^1 008(0— (|,sen(i) , (^' — ^ = (|^aenco + (|,coBco . (19) 

A queste relazioni si perviene anche applicando ad una delle coordinate x 
oy lì procedimento tenuto per e in principio del § 10. Bisogna poi osser- 
vare che le formolo 

applicate alla direzione a=cosco,p=sen(o,Y=0, diventano 

ls~ls^ ^' ' 3*,"' 35,"*"^* ' 

quindi , ricordando (9), si ha 

^(0 3(0 ^ , ^ 5(0 3(0 , ^ , ^ 

— =:^ — ^,008(0 + ^jsen(0 , _ =^ + (^^sen(o + <^,cos(o , 

cioè, in virtù delle (19) , 

Con queste formolo, che del resto seguono immediatamente dalle cose dette 
intorno a ^ nel § 6 , si riesce a definire la curvatura geodetica d* una linea 
sopra una data superficie alla stessa guisa della curvatura d'una linea pia* 
na nel proprio piano. Inoltre, se la curva si considera come tracciata sulla 
sviluppabile circoscritta alla superficie, è chiaro che la sua curvatura geo- 
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detica ha lo stesso valore sulle due superficie, e d'altra parte si vede subito 
che la detta curvatura rimane inalterata quando la sviluppabile si applica 
sul piano. Dunque la curvatura geodetica d*una linea tracciata sopra una 
superficie è uguale alla curvatura che la linea acquista quando la sviluppa- 
òlle circoscritta alla superficie, lungo la linea stessa^ si applica sul piano. 

17. Ora siamo in grado di calcolare la flessione delle assintotiche. Come 
la formola di Enneper (§ 12) dà la torsione di queste curve, cosi un'inte- 
ressante formola di Bonnet ne fa conoscere la flessione quando sono date 
le curvature principali. Basta sostituire nella prima formola (19) un valore 
di co soddisfacente alla (13), ed attribuire alle curvature geodetiche i valori 

__ 1 agfe , _ 1 agfo, 

che risultano dalle prime due formolo di Codazzi. In tal modo si ottiene con 
un calcolo facile 

poi , portando questi valori in 



H^-+whH^'+è-) 



seno) 



si giunge alla formola di Bonnet: 



-R.R,)' r'à / -R, \»_ a / R, Y -| 

„.|L<)«A Ri' /■^<)«A-R.v J ' 

1 ^i) 



^~(R 



Fra le conseguenze di questa formola vogliamo segnalare, con Bonnet, 
quella che se ne trae supponendo che la superficie sia (IX, 7, d) una qua* 
drica. Allora per ogni punto passano due rette, reali o immaginarie, appar- 
tenenti alla superficie , e poiché queste rette sono necessariamente le assin- 
totiche, i due valori della flessione, dati dalla precedente formola, debbono 
essere entrambi nulli, e ciò esige che il rapporto B^:B/ si conservi co- 
stante lungo ogni linea g^, e che il rapporto B,:B^^ resti invece costante 
lungo ogni linea g,. Inversamente, se ciò accade, vuol dire che tutte le as- 
sintotiche sono rette, e però la superficie è una quadrica. Dunque le qua- 
driche sono caratterizzate dalla seguente proprietà : lungo ciascuna linea 
di curvatura la corrispondente curvatura principale varia proporzionai* 
mente al cubo dell'altra curvatura principale. 
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18. Teoremi di Laguerre e di IDarbonx. Quando le operazio- 
ni (18) sì applicano a funzioni che dipendono esplicitamente da co, è tal- 
Tolta utile mettere in evidenza le derivazioni rispetto a questa variabile , 

immaginando eseguite le operazioni ^ e -^r— nell* ipotesi che co si serbi 

costante. Se inoltre ai primi membri si vuol dare il significato di derivazioni 
assolute nello spazio, bisognerà moltiplicare le derivate rispetto ad o>, iion 

per -r- per -^ > si bene per -r-~ ® f^^ t-t » i cui valori son dati dalle (20). 
Si avrà dunque * 

---= cosco^r— + sena)-^ va-- 

OS 08^ OS^ Ofù 

___eeuto^+co8«^ + <| ^ • (21) 

Ciò premesso, dalle formolo (11) e (14) si deduce facilmente 

e però, sopprimendo gli indici co, diventati inutili, 

Ora, poiché Toperazione ^ si suppone eseguita lasciando co costante , su 

quantità che hanno un valore unico per tutte le curve che ammettono una 
data tangente nel punto che si considera, essa dà evidentemente sempre 
Io stesso risultato per tutte queste curve , e però si può dire che ciascuna 
delle quantità 

dSfÌ9 d^ 

Aa, come Sf(£> e ^^un sol valore per tutte le curve della superficie, che si 
toccano in un dato punto. L'introduzione di IT e T nei calcoli produce 
spesso semplificazioni notevoli. Qui ci limitiamo a segnalare la forma che 
prendono le prime due formolo di Codazzi, scritte per una coppia qualun- 
que di curve ortogonali, rappresentando con H, come si suole, la somma 
delle curvature 0U> ed SPI9 : 

19. Applicando due volte di seguito la prima o la seconda operazio- 
ne (18) si ottengono le relazioni 



Di' 

— r = sen' co 



:r— +C0S'cO;r— — C08COSenCO(;r-Tr--4- - . )-^T"^T" J 



— 165 _ 
qaindi, soumiando , 

\ a* ■*" a* )òs^ w òs)^'~ ìis* + a V • 

cioè , in virtù delle (19) , 

Intanto al secondo membro sì può dar la forma 

Cosi Tiene in luce il carattere invariantivo dell' operazione 

al cui risultato si dà il nome di parametro differenziale secondo. 

20. Ed ora è facile estendere ai sistemi di curve, tracciati sopra una 
superficie qualunq^ue, la formola diBonnet, già dimostrata (YIII, 13) nel 
piano. Per calcolare la curvatura geodetica di quella linea^ che nel sistema 
definito dalla funzione u passa per un dato punto, noi disponiamo della 
prima formola (19), che ci conviene scrivere nel seguente modo: 

Se in questa si pone 

\ 'òu \ òu 

sì trova subito la formola di Bonnet: 



l/Aw ^ 1/Aw/ 



YAu ^ |/Ai 
Invece la seconda formola (19) dà 



'5=(l;+'?.)""™+(Ì+'^') 



seno) 



e se vi si sostituiscono i valori (22), tenendo conto della condizione (5), si 
trova 



- IGG - 

Qui si noti che il costante annullarsi di (^' è sufficiente e necessario, da 
una parte perchè \u sia funzione di u, dair altra perchè le curve del si- 
stema siano le trajettorie ortogonali d*un sistema di geodetiche, o, come si 
suol dire per una ragione facile a spiegarsi (cfr, § 8), perchè siano geode- 
ticamente parallele. Dunque: affinchè le curve del sistema definito dalla 
funjsione u siano geodeticamente parallele occorre e basta che Au sia una 
funzione di u. 

21. Sistemi isotermi. Le considerazioni fatte per le curve piane , 
nei § 6 ed 11 dell'ottavo capitolo, sono immediatamente applicabili ai si- 
stemi di curve tracciate sopra una superficie qualunque , e però possiamo 
parlare di sistemi isotermi^ e ritenere come dimostrato che in un doppio si- 
stema ortogonale non pud uno dei sistemi di curve essere isotermo sema che 
sia tale anche V altro. Anche il calcolo eseguito nel § 12 dello stesso capi- 
tolo si può qui supporre ripetuto, per affermare, in conseguenza, che la 
condizione 

è necessaria e sufficiente perchè il sistema delle linee coordinate sia isoter- 
mo. Cosi, per esempio, la condizione (23) è soddisfatta quando (^^ e (à^ sono 
costanti lungo le rispettive linee. Ne segue che ogni doppio sistema ortogo- 
nale, composto di linee a curvatura geodetica costante, è isotermo. Inoltre 
si noti che, se la condizione (23) è soddisfatta, e se ^^ resta costante lungo 
ogni linea g^, anche ^^ è costante lungo ogni linea 9,. Dunque, se in un 
doppio sistema isotermo le linee d'un sistema sono a curvatura geodetica 
costante j saranno tali anche quelle dell'altro sistema. 

22. Ora supponiamo determinata una funzione g , tale che si abbia 

aV = 2>^,S^, - ^* , (24) 

ed osserviamo che la formola di (xauss (0 terza formola di Codazzi) si può 
scrivere nel seguente modo: 

poi , mettendo per A' la sua espressione , 

Ne segue che la condizione (4) è soddisfatta per le funzioni 

«=i+^- • »=-~^-«. • 

e però esiste una funzione /', tale che si possa scrivere 

^^ "òf 'òg ^ 'òr 'òg 
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Questa è dunque una forma che si può sempre dare alle funzioni (^^ e (^,. 
Inversamente, se si perviene, in un modo qualsiasi, a porre le (^ sotto la 
forma (25), si può essere sicuri che la funzione g soddisfa alla (24). Per con- 
vìncersene basta sostituire i valori (25) nella formola di Gauss. Finalmente 
si osservi che 

Dunque, affinchè sia isotermo il sistema delle linee coordinate, è necessario 
e sufficiente che la funzione f sia armonica. Si vedrà invece che il ridursi 
di ^ a funzione armonica è indizio d'una considerevole particolarizzazione 
della superficie. Del resto le formolo (25) convengono a qualunque doppio 
sistema ortogonale, e dalle (19) si deduce infatti, mercè le stesse (25), 

e per conseguenza, se si vuole che il sistema definito dall'angolo co sia iso- 
termo, bisogna fare in modo che la funzione /*— o) sia armonica. Dunque 
la determinazione di tutti i sistemi isotermi d'una superficie dipende dal- 
l' integrazione dell'equazione 

23. Curvatura. Dalla considerazione degli invarianti ortogonali 



della forma quadratica (11) noi trarremo i mezzi per misurare la curvatura 
d*una superficie in un dato punto. Curvatura media, in M, è la media arit- 
metica delle curvature normali di tutte le curve della superficie, che pas- 
sano per M, immaginando che queste curve siano equamente distribuite, 
in orientamento , intorno ad M. Se ad ogni curva se ne associa una che le 
sia perpendicolare , la somma delle due curvature normali resta costante- 
mente uguale ad H quando la coppia delle tangenti ruota intorno ad M, e 
però è chiaro che la media cercata è Vs^- Dunque la curvatura media è 
misurata da V9H, cioè dalla semi-somma delle curvature principali. Si 
chiama poi curvatura totale, semplicemente curvatura della superfi- 
cie, il limite d'un certo rapporto, analogo a quello che si considera per mi- 
surare la curvatura d* una curva piana. Sopra una simile curva si prenda 
un elemento lineare, e si costruiscano le normali nei punti che lo limitano: 
il rapporto dell' angolo delle normali alla lunghezza dell' elemento tende a 
misurare la curvatura della linea considerata, nel punto M, quando 1* ele- 
mento tende a ridursi air unico punto M. Analogamente , per misurare la 
curvatura d'una superficie in un punto M, Gauss immagina un elemento 
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superficiale intorno ad M, e costruisce le normali alla superficie lungo il 
contorno dell'elemento: Vangalo solido compreso fra queste normali, diviso 
per Varea dell'elemento, tende a misurare la curvatura, in M, quando l'e- 
lemento tende a ridursi ad M. Il detto angolo solido è poi misurato, per de- 
finizione, dall'area che sopra una superficie sferica, di raggio 1, stacca il 
cono dei raggi paralleli alle rette considerate. Dunque la curvatura è mi- 
surata dal limite del rapporto fra l'area dell'immagine sferica dell'ele- 
mento superficiale e l' area dello stesso elemento. Supponiamo che questo sia 
il rettangolo costruito sugli archi elementari ds^ e ds^ delle linee di curva- 
tura che passano per M. Siccome nella rappresentazione sferica queste li- 
nee non sono deviate, l' immagine sferica del detto rettangolo è un altro ret- 
tangolo, i cui lati, per ciò che si è visto nel § 15, sono S^^ds^ =d$i : B^ ed 
Sfl9^ds^ = ds^:B,^ (giacche ^ = 0) come del resto risulta da considerazioni 
geometriche semplicissime. Dunque ds^ds^ e KdSids^ sono le aree dei due ret- 
tangoli, e però la curvatura totale è misurata da E, cioè dal prodotto delle 
curvature principali. Se il primo rettangolo si costruisce su due curve or- 
togonali qualunque, si giunge un po' meno rapidamente allo stesso risultato, 
ma si riesce inoltre a porre in evidenza il carattere invariantivo dell'espres- 
sione 0\£>SPÌ£>' —^^^ Qui si osservi come la conoscenza di questo carattere 
permetta di enunciare immediatamente il teorema di Enneper, dimostrato 

in fine del § 12. Infatti per le assintotiche si ha ©19 = 0, ^= , e per 

conseguenza K= j. Dunque, in ogni punto, la curvatura totale^ cam- 

hiata di segno , è uguale al quadrato della torsione delle assintotiche. Segna- 
liamo, per finire, la forma data da Gauss airespressione di E. Basta sosti- 
tuire i valori (3) nella terza formola di Codazzi per ottenere {cfr. Vili, 10) 

^ ^ Q,Q, L ì^q, \Q, IqJ "^ 3g, \Q, iqjl ' 

24. Consideriamo un triangolo geodetico^ cioè la figura ABC determi- 
nata sopra una superficie da tre geodetiche, e siano 0(,^,T gli angoli interni 

di tale triangolo. Per determinare l'area <7 del- 
rimmagine di ABC nella rappresentazione sferi- 
ca prendiamo come linee q^ le geodetiche uscenti 
dal vertice A, ed assumiamo per coordinate q^ e 
q^ d'un punto qualunque M la distanza geode- 
tica AM, e l'angolo che la geodetica AM fa con AB. Fra le linee g,, trajet- 
torie ortogonali delle geodetiche uscenti dal vertice A, quelle che sono infi- 
nitamente vicine ad A si possono considerare come situate nel piano che 
tocca la superficie in A, e però il loro arco elementare Q,dgt si può con- 
fondere con qidq^, a prescindere da infinitesimi superiori. In altri termini 

lim— ==1 , Iim _— =1 . 
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Cìò premesso, osserviamo che si ha, in virtù della formola di Gauss, 



=JjKQAdg',c?g,=-Jj|^^^ , 



dove r integrazione va estesa a tatta Tarea chiusa in ABC. D'altra parte la 
prima formola (19) dà 

^=— ^jseno) , cioè dt^ = -^^^Q^dq^:=i^^dq^. 

Ora, tornando a o, se prima si esegue V integrazione lungo una delle geode- 
tiche definite da valori di q^ compresi fra ed a, e se poi si fa variare g, 
da ad a, si ottiene, in virtù delle precedenti osservazioni. 



^/Vb^^'-^'+f "" ■ 



dove co, inclinazione della geodetica BC sulle linee q^ , ha il valore ir— p in 
B ed il valore v in C. Dunque 

<7=a + y — (« — p) = a-f p + T — ^ • 

In particolare, quando K è costante, a rappresenta Tarea stessa di ABC, 
moltiplicata per E. Dunque sulle superficie a curvatura costante (delle quali 
si parlerà nel capitolo seguente) Varea d'un triangolo geodetico è proporzio- 
nale all'eccesso della somma dei suoi angoli su due retti. Ne segue che questa 
somma è superiore, inferiore o uguale a due retti secondo che la curvatura ò 
positiva, negativa o nulla. 

25. Applicabilità. In questo primo saggio noi vogliamo limitarci a 
pochi cenni intorno airapplicabilità delle superficie le une sulle altre. Quan- 
do fra i punti di duo superficie è possibile porre una corrispondenza tale che 
la distanza geodetica di due punti, presi ad arbitrio sopra una superficie, sia 
aguale alla distanza geodetica dei punti che loro corrispondono sull'altra, 
ben si dice che le due superficie sono applicàbili fra loro, poiché una stoffa, 
che sMmmagini tessuta con fili flessibili ed inestendibili, tesi in tutti i versi 
sopra una di esse, si potrà evidentemente applicare anche sull'altra, senza 
che i fili {cfr, § 8) se ne stacchino o si spezzino, cioè senza che la stoffa si pie- 
ghi si laceri. In altri termini le superficie applicabili sopra una superficie 
data si possono considerare come le infinite configurazioni che questa può 
assumere flettendosi senza estendersi o contrarsi in alcuna sua parte. Se 
Tarco elementare sopra una superficie, riferita ad un sistema qualunque di 
coordinate curvilinee ortogonali, è dato dalla formola eÌ5'=Qi'(?24*+Q8*^2«*» 
si deve poter trovare su qualunque superficie, applicabile alla superficie 
data, tale un sistema di coordinate curvilinee ortogonali, che Tarco elemen- 
tare venga rappresentato dalla stessa formola, ed è ovvio che in questa pos- 

22 
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sibilità risiede appunto la condizione sufficiente e necessaria per l'applica- 
bilità delle dae superficie. Ne segue che, se si scrive la formola di Gauss 
per due superficie applicabili, in due punti corrispondenti, si deve trovare lo 
stesso valore di K. Dunque: affinchè due superficie siano applicabili Vuna 
sull'altra è necessario che nei punti corrispondenti esse abbiano la stessa cur- 
vatura. In altri termini, quando una superficie flessibile ed inestendibile si 
va deformando nello spazio, vi è qualche cosa che non varia in ciascun punto, 
cioè la curvatura totale. 

26. Sviluppate e sviluppanti* Le proprietà delle sviluppate delle 
curve piane ci spingono ad occuparci per analogia del luogo dei centri pria* 
cipali di curvatura d*una superficie qualunque, luogo evidentemente compo- 
sto di due falde, una generata dal centro C^, Taltra dal centro C,. Ciascuna 
falda si può anche considerare come il luogo degli spigoli di regresso delle 
infinite sviluppabili che tagliano ortogonalmente la data superficie lungo le 
linee di curvatura d'un sistema. Le due falde costituiscono quella che si suole 
chiamare la sviluppata della superficie proposta, e questa, rispetto alla svi- 
luppata, prende il nome di sviluppante. Consideriamo la prima falda, cioè 
quella generata dal punto C^, le cui coordinate sono a;=0,y=0,;8r=B^. 
Quando M tende a spostarsi lungo la linea di curvatura q^ le formolo fon- 
damentali danno 

1=0 • ?=» . K-i;- ■ <-' 

e però C^ tende a spostarsi lungo la normale, com'era prevedibile, giacché 
C^ tende allora a percorrere lo spigolo di regresso della sviluppabile formata 
dalle normali alla superficie lungo la detta linea ^^ . Invece, per M tendente 
a spostarsi lungo la linea q^ , si trova 



= 



05, ' òs, Rj ' is^ ì>s 



2 



rappresentando con l la lunghezza del segmento C^C,. Dunque, per uno spo- 
stamento qualunque di M, definito dail* inclinazione a> sulla linea ?| , si ha, 
secondo la formola (9), 

;5- = , /=:--sena> , ■^ = -^ . (27) 

ds d* R, ds ds 

Dalla prima di queste uguaglianze si vede che il piano tangente ad una fal- 
da della sviluppata è normale alla corrispondente linea di curvatura, d'onde 
segue subito che i piani tangenti alle due falde, in due punti corrispondenti, 
sono sempre perpendicolari fra loro. Inoltre le (27) mostrano che, se si vuole 
che Cj si sposti perpendicolarmente alla normale, M deve muoversi in modo 
che R, resti costante. In altri termini, come agli spigoli di regresso delle svi- 
luppabili delle normali, lungo le linee di curvatura d'un sistema, corrispon- 



dono queste linee stesse, così le loro trajeiiorie ortogonali corrispondono alle 
curve della sviluppante, lungo le quali resta costante il corrispondente raggio 
di curvatura. Ora è naturale assumere i detti spigoli e le loro trajettorie or- 
togonali come linee coordinate sulla superficie (C|). Allora, in 0^ , gli assi x' 
ed y' saranno rispettivamente paralleli agli assi ^er ed y, e Tasse tf si dovrà 
dirìgere in senso opposto all'asse x. Ciò premesso, per trovare tutte le cur- 
Tature fondamentali, relative alla superficie (C^ ), basta esprimere che le con- 
dizioni d'immobilità del punto (a?,^,^), soddisfatte rispetto al triedro della 
superficie (M), sono soddisfatte anche rispetto al triedro di (CJ dalle nuove 
coordinate 

a?' = ^ — R^ , y =y , z=^--x . (28) 

Innanzi tutto, per trovare le relazioni fra i nuovi e gli antichi quozienti dif- 
ferenziali, si noti che dalle formole (26) e (27) risulta 

dove 0) è definito dalla condizione 

dR, ^ . . ÒR. , SR, ^ 

— — ?=0 , cioè cosco^ +senco^ = . 

ds 05f os^ 

Ne segue 

aR^ a _ a i sr^ a _aR, ^ a^^ 

asj a^i a*^ ' r, a*^ a^', a^^ a*, a^, a^^ 



(29) 



Se la prima di queste operazioni si applica alla terza coordinata (28), si ot- 
tiene 

aR.a^' aj7 ^^ , /-i , , 

mentre d*altra parte, distinguendo con un apice tutto ciò che si riferisce alla 
superficie (C^), si deve avere 



a*', 

quindi, identificando. 



©V^_^'_ 1 



a^j 

Cosi gJt9'| e ^' sono noti quando sulla sviluppante si conoscono le curvature 
principali, giacché per le formole di Codazzi si ha 

R.aR, R, aR, 

Analogamente, confrontando le uguaglianze 
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81 ritrova il valore di ^' ed inoltre si ottiene §i=0. Danque^Zi spigoli di 
regresso delle sviluppabili normali ad una superficie sono geodetiche della su- 
perficie sviluppata. Se poi la prima operazione (29) si applica anche ad x\ si 
giunge solo ad ana conferma dei risaltati precedenti. Ora si applichi ad x la 
seconda operazione (29) : 

Si ottiene così un valore di ^', che le formolo (30) mostrano uguale al pre- 
cedente; ed inoltre sì trova ^\ = — - , vale a dire che C, è il centro di cur^ 

vatura geodetica di quella curva B^ = costante, che sulla prima falda passa 
per C|, come, inversamente, C^ è il centro di curvatura geodetica» in C,, 
della curva del sistema definito sulla seconda falda dalla condizione lSi^^=cO' 
stante. Finalmente, se la seconda operazione (29) si applica ad y o pure a s\ 
si trova 

R,a*, *~^'a*i^^*()^, ' 

e cosi, mercè le (30), anche S^\ viene espresso nelle sole funzioni B. 

27. Inversamente ad ogni superficie se ne possono associare infinite al- 
tre, ciascuna delle quali costituisce, insieme alla superficie data, la svilup- 
pata di tutto un sistema di superficie parallele. Infatti, se si vuole che il 
punto ( — ^,0,0) si sposti normalmente ad M:t; qualunque sia la direzione in 
cui si sposta M sulla data superficie, le formolo fondamentali mostrano che 
occorre e basta che si abbia d^:djr^=:Qj, òt:'òq^=0^ cioè t e per conseguenza 
Qi debbono essere funzioni del solo parametro g^, e però sulle linee g, è sod- 
disfatta la condizione §, = 0, già trovata necessaria nel paragrafo prece- 
dente. Dunque: affinchè le rette d'una congruenza siano normali ad una su- 
perfide occorre e basta che siano le tangenti ad una semplice infinità di geo- 
detiche di un'altra superficie. Intanto, se si prende Qj = 1, si dovrà avere 
t^^s^-}- costante, e però infiniti punti di Mx, a distanze costanti Tuno dalFal- 
tro, descrivono infinite superficie, le cui normali son tutte tangenti alla su- 
perficie data. Evidentemente, se si considerano le tangenti ad una stessa linea 
9i, esse incidono linee di curvatura sulle infinite superficie parallele, ed il 
punto di contatto segnerà ad ogni istante uno dei centri di curvatura. E dun- 
que vero che ogni superficie si può considerare, per ciascun suo sistema sem- 
plicemente infinito di geodetiche curvilinee, come una delle due falde della svi- 
luppata d'un sistema di superficie parallele. L'altra falda si dice complemen- 
tare della prima, e dalle cose dette risulta chiaro che ogni superficie ammette 
infinite superficie complementari, ciascuna delle quali corrisponde ad un si- 
stema semplicemente infinito di geodetiche curvilinee, arbitrariamente tr acciaio 
sulla superficie che si considera. Ora il teorema dimostrato in fine del para- 
grafo precedente si può enunciare dicendo che la superficie complementare, 
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corrispondente ad un dato sistema di geodetiche, è il luogo dei centri di cut' 
vatura geodetica delle traiettorie ortogonali delle geodetiche stesse. Diciamo, 
per finire, come si possano tracciare meccanicamente le sviluppanti d*una 
superficie data, in modo del tatto simile a quello che già conosciamo per le 
curve piane o storte. S' immagini una stoffa tessuta con fili inestendibili, tesi 
sulla superficie ed attraversati ad angolo retto da infiniti altri fili completa- 
mente deformabili, in guisa che la stoffa in tutte le sue parti possa aderire 
alla superficie senza piegarsi né lacerarsi. Ciò premesso, se si svolge la stoffa 
dalla superficie curando di mantenerla sempre tesa nel verso dei fili inesten- 
dibili, è chiaro che gli altri fili descriveranno le infinite sviluppanti paral- 
lele, che corrispondono al sistema di geodetiche (cfr. § 8) segnato dai primi 
fili sulla superficie. 



XII. ESERGIZII SULLE SUPERFICIE. 



1, Per determinare lo spigolo di regresso della sviluppabile circoscritta ad 
una superficie, lango una data linea, bisogna ricordarsi (XI, form. 17) che nel 
piano tangente in M la generatrice di tale sviluppabile è definita mercè T angolo 
b = SLVCÌg(Sl0:^) ; poi si trova la distanza ^ di M dal corrispondente punto dello 
spigolo di regresso derivando l'equazione y=:a;tg6, ed esprimendo che le coor- 
dinate di questo punto, cioè — ^cosO, — ^sen6,0, soddisfano alle condizioni 
(XI, form. 1) d'immobilità. In tal modo si ottiene 

sen6 

^ ds 

È poi facile calcolare Tarco e le curvature col solito procedimento, mercè le for- 
molo (2) del precedente capitolo» Per le linee di curvatura la formola (1) mostra 
cbe — ^ si riduce al raggio di curvatura geodetica, e del resto in questo caso ò 
cbiaro che lo spigolo cercato è una sviluppata della curva, dimodoché, in genera- 
le, t dovrà variare, perchè rappresenta appunto la lunghezza dell'arco di svilup- 
pata. Se invece t è costante (e ciò accade quando è costante (^) il detto spigolo sì 
riduce ad un punto, cioè la sviluppabile circoscritta è una superficie conica, le cui 
generatrici sono attraversate ad angolo retto dalla curva considerata. Si giujìge 
cosi alla seguente proposizione di Bri ose hi, che generalizza un noto (XI, 2) teo- 
rema : ogni linea di curvatura, che ha la curvatura geodetica costante, appar- 
tiene ad una sfera che taglia ortogonalmente la superficie. Ritorniamo alla (1) 
per osservare che le linee lungo le quali la superficie circoscritta è cilindrica (li- 
nee interessanti in quanto che separano le parti della superficie, illuminate da 
un fascio di raggi paralleli, da quelle che restano neir ombra) sono caratterizzate 
dall'eguaglianza (p=c26 :dsy che si può porre sotto una forma tale da esprimere la 
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curvatura geodetica, in ogni'punto M, in funzione di quantità (XI, 18) che riman- 
gono invariate per tutte le curve tangenti in M alla curva che si considera. Calco- 
lando infatti la derivata di 6, si trasforma la precedente condizione in quest'altra: 

KC^ = ^N — ©X9T. 

Cosi in ogni punto , data la tangente , si potrà determinare anche il piano osca- 
latore. 

2. La proprietà di N, testé ricordata, permette di calcolare la curvatura, in 
un punto M, delV intersezione d^ una superficie col piano tangente in M. Si sa 
che questa curva ha due rami, tangenti alle assintotiche. Intanto, se si distingue 
con un indice tutto ciò che si riferisce ad un'assintotica, si ha 



^0 Po Po^o 

D'altra parte la torsione geodetica, per tutte le curve tangenti airassintotica, ha 
(XI, 4) un sol valore, e però^ nel punto M, 

ds r r^ ^ 
quindi, in particolare, se la curva è T intersezione della superficie col piano tan- 
gente, nel qual caso si ha 4^=7»^, "7=0? * P^r® 

d^Xc> dì sen^d^ 1 ^^ d^h ^^^ 3 



ds ds p p ds pr^ ds " pr^ 

Eguagliando fra loro i due valori dì N si trova pr=z^/^p^^ in generale, e si scopre 
cosi questo elegante teorema di Bel trami: la curvatura dell' intersezione di 
una superficie col piano tangente in un punto iperbolico è uguale, in questo 
punto, per ciascun ramo, ai '/a della curvatura dell' assintotica tangente al 
ramo che si considera. Qui, ricordando le cose dette in fine del § 4 del precedente 
capitolo, richiamiamo l'attenzione su questo esempio di linee che si toccano, 
osculate da uno stesso piano , e che pure non hanno egual flessione nel punto di 
contatto. 

3. Sul piano (XI , 2) ogni curva è assintotica ed insieme linea di curvatura, 
dimodoché K è nulla perchè sono nulli 2%^ ,2%^ e %. Più generalmente è nulla 
la curvatura di qualunque superficie sviluppabile, perchè per ogni punto di tale 
superficie passa una retta, lungo la quale le normali alla superficie formano un 
piano. Questa retta è dunque linea di curvatura, e d^ altra parte (XI, I) essa è 
anche assintotica, d'onde segue che, essendo nulli S^ e % per ogni generatrice 
rettilinea, si ha K = in ogni punto. Esistono altre superficie ja curvatura nuU 
la ? Se la superfìcie vien riferita alle sue linee di curvatura, dev'essere costante- 
mente nulla ^, e tale dev'essere anche una delle 3^, per esempio SR[9|. Intan- 
to la seconda formola di Codazzi (XI, 9) dà 2%j(^^ = 0. Se à questa condizione si 
soddisfa prendendo 2)^5 = 0, una nota formola (XI, 12) mostra che si ha ^^ = 
qualunque sia w , cioè tutte le linee sono di curvatura, e però (XI, 11) la superfi- 
cie è necessariamente sferica; anzi essa è, più particolarmente, piana, giacché 
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una sfera di raggio finito non ammetto assintotiche reali. Se poi non è Sfl9^'=zO 
si dovrà supporre Cp^ = 0. Dunque (XI, 1) ogni linea q^, geodetica ed assintotica, 
è necessariamente retta, vale a dire che la superficie è rigata; nò può essere 
storta, altrimenti (IX, 8) le generatrici non sarebbero linee di curvatura. Dunque 
le sole superficie a curvatura nulla sono il piano e le superficie sviluppabili. 

4. Può una superficie ammettere due sistemi di geodetiche, che si tagliano 
sotto un angolo costante ? Se le geodetiche d* un sistema si prendono come linee 
coordinate ^i, si ha Cp^ =0, e la prima formola (19) del capitolo precedente mo- 
stra che dev'essere anche <^,=0, dimodoché ogni altro sistema di trajettorie delle^ 
curve del dato sistema sarà costituito da geodetiche: ciò accade sul piano e sulle 
sviluppabili. Intanto la formola di Gauss dà K=0, e però possiamo enunciare il 
seguente teorema di L i o u v i 1 le. : due sistemi di geodetiche d'una superficie non 
sviluppabile non possono tagliaì^si ad angolo costante, 

5. Qual'è la curvatura d'una superficie rigata? Se a,p,Y sono i coseni di- 
rettori della generatrice, rispetto al triedro fondamentale d*una curva qualunque 
della superficie, F angolo ^ della normale principale con la normale alla superficie 
(perpendicolare alla tangente ed alla generatrice) è dato dalla relazione psen4^-{- 
Ycos^'^O, dalla quale, derivando e tenendo conto di note (IX, form, 37) condi- 
zioni, successivamente si deduce 

Ora, se si assume come linea fondamentale la stessa generatrice, è chiaro che deve 
essere 2% = 0, e però (IX, form, 30) 

^ cos't p 



Dunque, a prescindere dal segno, il parametro distributore d'una rigata storta 
rappresenta il raggio di torsione geodetica delle generatrici , lungo la linea di 
stringimento. Poi, essendo K = — ^ , vediamo che il valore assoluto della cur^ 
vatura d^una rigata storta, lungo la linea di stringimento, è inverso del qua- 
drato del parametro distributore. Lungo una generatrice la curvatura varia in- 
vece come cos^T, dimodoché all'infinito si annulla. Ciò si spiega col fatto che ogni 
rigata ammette una sviluppabile assintotica, inviluppo dei piani condotti per le 
generatrici perpendicolarmente ai piani centrali, e però all'infinito si comporta 
sempre come una sviluppabile. Ora che conosciamo il valore di ^, e sappiamo che 
S^ e (^ sono nulli , la seconda formola di Codazzi ci dà subito la curvatura geo» 
detica di qualunque trajettoria ortogonale delle generatrici: 

Siccome § non si annulla, a distanza finita, se non per ^=:0,si vede {cfr, IX, 16) 
che la linea di stringimento è il luogo dei punti, nei quali è nulla la curvatu-^ 
ra geodetica delle trajettorie ortogonali delle generatrici. 

6. Superficie di rotazione. Si chiamano così le superficie generate da una 
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curva piana che ruota intorno ad una retta fissa nel suo piano, alla quale retta si 
dà il nome di asse. La curva generatrice, in ciascuna delle infinite sue posizioni si 
chiama meridiano, ed il circolo descritto da un punto qualunque del meridiano si 
chiama parallelo. Adunque i meridiani ed i paralleli sono le sezioni fatte nella 
superficie dai piani che passano per Tasse e dai piani perpendicolari air asse. Non 
vi ò ragione perchè la normale alla superficie, in un punto qualunque M, sia si- 
tuata piuttosto da una parte che dall' altra del piano del meridiano che passa per 
M, e però la detta normale coincide sempre con la normale al meridiano, in M. 
Dunque i meridiani sono ad un tempo linee di curvatura e geodetiche della super* 
ficie. Ne segue che, se si assumono come linee q^ i meridiani, si ha 

©^^=1 , q^=zO , ^=0 . (2) 

Pi 

L'altro sistema di linee di curvatura è costituito dalle trajettorie ortogonali dei 
meridiani, cioè dai paralleli, come del resto si riconosce direttamente osservando 
che le normali alla superficie, lungo ciascun parallelo, concorrono sull'asse. Se 9 
è l'inclinazione dell'asse sulle tangenti ai meridiani lungo un parallelo di raggio q^ 
è chiaro che 9 e g sono funzioni soltanto di q^=zs^^ edh noto (II, 2) che si ha 

d(p l da 

Finalmente, per le definizioni date in principio del capitolo precedente, osservando 
che nel caso attuale 4^ è ^ — 9, 

^,^ C0S9 ^ seno 

^,= — f .9, = ^. (4) 

Adunque si vede che i raggi principali di curvatura sono 

^i=Pi > R8 = — 



COS9 ' 



vale a dire che 1 centri principali di curvatura in ogni punto M sono il centro dì 
curvatura del meridiano che passa per M, e quel punto dell'asse, che sta sulla nor- 
male elevata per M alla superficie. É facile verificare, tenendo presenti le (3), che 
ì valori (2) e (4) soddisfano alle relazioni di Codazzi. Ciò premesso, una nota for* 
mola (XI, form. 19) dà il valore della curvatura geodetica in una direzione qua- 
lunque: 

^ = — %senco — — . 

D'altra parte si ha, in virtù dì (3), 

^ sen 9 1 dq 1 dq 

q q ds^ qcQStù'ds 

Dunque 

5^ costo US 

Per (^ = sì trova il seguente teorema dì Clairaut: ogni geodetica d'una su- 
perficie di rotazione iìicontra i meridiani sotto un angolo, il cui seno varia, 
da un meridiano alValiro^ proporzionalmente alla curvatura del parallelo. 



*o=J ^ , ~=-4^(^8«°^) • 0) 
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7. Determinare le assinioiiche d'una superficie di rotazione, cioè, data l'e- 
quazione intrinseca f(s,p) = del meridiano, trovare le equazioni intrinseche 
delle assintotiche. Prima si noti che V inclinazione co di queste curve sui meri- 
diani ò data (XI , 12) dalla formola 

tg«co = -|?=:-^ , (6) 

^ R^ pcos(p ' ^ ^ 

in cui 9 e 9 sono funzioni di s, che si sanno ricavare, mercè le (3), dairequazione 
intrinseca data. Ne segue che anche co è funzione della sola variabile s, dimodoché 
basterà conoscere un' assintotica sola per conoscerle tutte. Ciò premesso, avvalen- 
dosi della (5), è facile calcolare l'arco e la flessione delle assintotiche : 

ds JL— — Ì.A 

costo * Po ^ ds 

La torsione ci è poi data immediatamente dal teorema di Enneper: 

1 1 cosq) . _. 

Consideriamo, per esempio, la superfìcie generata da una linea di Ribaucour, di 
indice n, che ruota intorno alla sua direttrice. Affinchè la superficie abbia le as- 
sintotiche reali bisogna supporre n<^ — 1, perchè allora soltanto (III, 18) avviene 
che la curva rivolge costantemente la sua convessità verso l'asse. Intanto per 
q= — Yi(^ + l)pG0S9 la formola (6) dà tg*co= — V«(^+l)» ^^1® ^ ^^^^ che le 
assintotiche incontrano i meridiani sotto un angolo costante. Poi dalle formolo 

(7) e (8) si ha subito 

s sento ^ 

*o= » Po= — 5-pcot<p , r^j=ptgco . 

costo " COS'tO uro 

Notevole fra tutti è il caso della catenaria (n = — 3). Allora la superficie si chia- 
ma catenoide, ed è caratterizzata fra le superfìcie di rotazione da co=±Y4^» 
cioè dal fatto che anche le assintotiche formano un doppio sistema ortogonale. 

s^ 

Dalle ultime formolo, ricordando che l'equazione della catenaria è pizza-] , si 

a 

ricava che le assintotiche del catenoide sono definite dalle equazioni intrinseche 

.2a} ,5» 

p = s + - , r=a + -. 

8. Per lo studio delle superficie applicàbili (XI, 25) sulle superficie di rota* 
zione bisogna osservare che al quadrato dell' arco elementare su tali superfìcie si 
può sempre dar la forma c?5* -j" 2'^^'i rappresentando con ds e qdò gli archi ele- 
mentari del meridiano e del parallelo di raggio q. Ogni volta che si riuscirà a sta- 
bilire sopra una superfìcie un sistema di linee coordinate, tali che il quadrato del- 
l'arco elementare prenda la forma dq^^-{-f^{q^dq^ , si potrà affermare l'applica- 
bilità della superfìcie stessa sopra una superfìcie di rotazione , e si saprà inoltre 
che nell'effettiva applicazione d'una superfìcie sull'altra le linee q^ andranno a di- 
stendersi sui meridiani e le q^ sui paralleli. Si trovano anzi infìnite superfìcie di 
rotazione, sulle quali è applicabile la superfìcie data, giacché, rappresentando con 
k una costante arbitraria, si può prendere q^:=zs ,q^-=iÒ:k ,q^=kf{s). Per sapere 
poi quali sono queste superficie basta determinare l'equazione intrinseca del 
meridiano, ed a ciò si perviene facilmente col derivare l'eguaglianza q = kf(s), 

23 
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tenendo conto delle (3) : 

Ben ip = */"(») , coB9 = Ap/"(j) . 
Dunque Yequasione intrinseca cercata è 



V 



i-*rw 



(9) 



Le due superficie che corrispondono ai valori h e A'>A sono applicabili Tana snl- 
l'altra; ma è facile vedere che per coprire interamente la prima basta nna parte 
della seconda, terminata a doe meridiani. 

9. Snperficie à curvatura totale costante. Di queste importanti superfìcie 
abbiamo già un esempio fra le superficie rigate, giaccbé si è visto che in ogni 
punto d'una sviluppabile si ha K^O. Se il valore costante di K non è nullo, la 
superficie non può essere rigata, perchè nelle rigate storte la curvatura, diversa 
da zero sulla linea di stringimento, è nulla all'infinito. Eìsistono invece inSoite 
superficie a curvatura costante positiva o negativa fra le superficie di rotaiione, 



e noi possiamo determinarle tutte. Infatti, affinchè sia costante R,R,, la curva- 
tura del meridiano dev'essere proporzionale al segmento di normale compreso 
fra il punto d'incidenza e l'asse di rotazione. Dunque il meridiano appartiene 
ad una classe dì curve, già studiata nel secondo capitolo (7, m, n). Bisogna di- 
stinguere le superficie a curvatura cost&ate positiva (che hanno le forme segnate 
qui sopra) dalle superficie a curvatura costante negativa, fra le quali h partico- 
larmente notevole la pseudosfera, cioè la superficie generata da una trattrice 
(1, 8, b) che ruota intorno al suo assintoto. Questa superficie separa, per così dire. 




i due tipi di superficie a curvatura negativa, come la sfera separa i due tipi di 
superficie a curvatura positiva. Le sue assìntotiche sì determinano subito ricor- 
dando che, se a è il segmento (costante) di tangente, staccato dall'asse a par- 
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tire dal punto di contatto, si ha 



* 

a 



dimodoché la (6) dà a)=d:9; poi da (7) e (8) si deduce 

*o = alogcot~ , po=;r , r^=a . 

2 28en9 

Dunque le assintotiche della pseudosfera son definite dalle eqtiaztont intrin^ 
seche 



a * - 
p = -j(f + e ^ , r=a . 



Ognuna di queste curve tocca il parallelo massimo (9 = 72^)9 ^^ estendendosi al- 
l' infinito (9 = 0) tende a confondersi con Tasse, intorno al quale gira indefinita- 
mente : ciò si deduce anche dal fatto, facile a dimostrare, che ogni coppia di meri- 
diani stacca archi uguali da un'assintotica qualunque e dal parallelo massimo. Bi- 
sogna poi notare che questo parallelo ò una linea singolare , sulla quale cessa la 
validità di parecchie proposizioni della teoria generale ; ed in particolare le linee 
assintotiche, nei loro punti di contatto col detto parallelo, si flettono più di quanto 
indica (§ 2) il teorema di Beltrami. 

10. Le superficie trovate nel precedente paragrafo sono importanti anche 
perchè forniscono, col solo flettersi senza estendersi contrarsi, tutte le superflcie 
a curvatura costante. Presto, infatti, si vedrà che la condizione deir uguaglianza 
fra le curvature nei punti corrispondenti , già (XI , 25) trovata necessaria per 
r applicabilità d' una superficie sopra un' altra, è anche sufficiente quando si tratta 
di superficie a curvatura costante. In altri termini: ogni superficie a curvatura 
costante è applicàbile su qualunque altra superficie che ha la stessa curvatU" 
ra. Per dimostrare ciò prendiamo le linee q^ fra le geodetiche della superficie, 
ed osserviamo che la formola di Gauss si riduce a 

^ + KQ, = 0. (10) 

Se inoltre le linee q^ si scelgono come nel § 24 del precedente capitolo, cioè con- 
correnti in un punto reale, dovrà essere 

lim??=l , lìm^*=l . (11) 

Con queste condizioni alTequazione (10) non si può soddisfare, per K=0, se non 
prendendo Q^^rg^^ , ed allora il quadrato delTarco elementare ci si presenta sotto 
la forma dq^-\-q^dq^\ ma questa è appunto la forma di c?5* nel piano, quando 
8i fa uso di coordinate polari. Dunque , ricordando la proposizione ottenuta nel 
§3, possiamo enunciare il seguente teorema: affinchè una superficie sia ap* 
plicabile sul piano occorre e basta che sia sviluppabile» Le sviluppabili sono 
dunque le infinite forme che può prendere nello spazio un piano flessibile ed 

inestendibile. Se invece si suppone che K abbia un valore positivo — , si deve 

prendere Q, = asen— per soddisfare all'equazione (10) ed alle condizioni (11). 

a 
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Allora il quadrato deirarco elementare prende la forma d^^'+a'sen*^^^',', 
unica per tutte le superficie la cui curvatura è -^ , fra le quali è sempre la sfera 
di raggio a, come del resto risulta anche dall'equazione (9), che per A = l di- 
venta p = a quando vi si pone f(s) = a sen — . Dunque tuttó le superficie a cur- 
vatura -j sono applicabili sulla sfera di raggio a. In altri termini ogni saper- 
ficie a curvatura costante positiva si può ottenere deformando una sfera flessibile 

ed inestendibile. Finalmente supponiamo che K abbia il valore 5 . Allora per 

soddisfare alla (10) nel modo più generale bisogna prendere 

Q. = ?(^,)^^ + +fe«)^ * 

con 90^ funzioni arbitrarie , le quali si possono sempre assegnare in modo che 
la superficie risulti applicabile sopra una superfìcie di rotazione, sia pj*endendone 
una eguale a zero ed incorporando 1* altra in dq^, sia ponendole uguali fra loro, 
pure prendendo 9 = — ^. Si perviene così alle seguenti forme di Q,: 

|-(e»-r») , ae-^ , ^(e' + e"). 

Ora son queste appunto (II, 7, n) le forme di q, che definiscono i tipi di superficie 
a curvatura costante negativa, trovati nel paragrafo precedente. Dunque ogni su- 
perficie a curvatura costante negativa è applicabile in diversi modi sopra una 
pseudosfera e sulle altre superficie di rotazione che hanno la medesima cur- 
vatura. Ma, delle tre forme trovate, soltanto la prima soddisfa alle condizio- 
ni (II), e però soltanto sopra una superficie del corrispondente tipo si potrà ap- 
plicare la superficie se si vuole che sui meridiani vadano a distendersi tutte le geo- 
detiche uscenti da un punto reale. Invece, se si attribuisce a Q, la seconda for- 
ma, si vede che q si annulla solo per q^ infinito, e ciò vuol dire che il punto di 
concorso delle geodetiche si dovrà supporre infinitamente lontano sulla superfi- 
cie. Finalmente q (0 Q^) si annulla, qualunque sia g,, anche quando per Q, si 
assume la terza forma, ma si annulla per un valore immaginario g^=Y,wa Y — 1. 
Si arriva così a vedere che una superficie a curvatura costante negativa è sem- 
pre applicabile su qualunque superficie di rotazione che ha la stessa curvatu- 
ra, in modo che un sistema qualunque di geodetiche concorrenti si applichi 
sul sistema dei meridiani'^ e la superficie di rotazione dovrà appartenere ad uno 
dei noti tipi secondo che il punto di concorso delle geodetiche ò reale e situato a 
distanza finita, reale ed infinitamente lontano, pure immaginario. Natural- 
mente anche le superficie di rotazione appartenenti ad un tipo sono applicabili su 
quelle d* un altro tipo; ma, contrariamente a ciò che avviene per le superficie a 
curvatura positiva, i meridiani non restano meridiani, e si trasformano invece in 
un altro sistema di geodetiche concorrenti. Ciò si deve alla possibilità (che non 
ha riscontro sulla sfera) dell' esistenza di geodetiche che non s'incontrano o pure 
s'incontrano all'infinito. E se si vuole che la superficie si deformi conservando i 
meridiani, è necessario che conservi anche il proprio tipo, come del resto si ve- 
rifica facilmente mediante la (9). Particolarmente notevole è la pseudosfera, che 
non può deformarsi, conservando i meridiani, se non scorrendo su sé stessa, vale 



a diro che l' nnica euperflcie dì rotazione applìcabìls sulla pseudosfera , in modo 
che i meridiani si distendano ani meridiani , è la pseudosfera stessa. Infatti per 

/'(s)=<ie * l'equazione (9) diventa 

e questa rappresenta sempre la trattrice di parametro a, come si riconosce subito 
cambiando s in s-{-aìogk. Ciò si spiega facilmente osservando che solo nel caso 

della pseudosfera i paralleli hanno la curvatura geodetica costante , e che 

d' altra parte questa curvatura non può variare quando la superficie si deforma 
per semplice flessione. ■ 

11. Superficie a curvatura inedia costante. Interessanti questioni di fisica 
conducono alla considerazione di queste superficie, fra le quali sono particolar- 
mente notevoli gli elassoidi, o superficie a curvatura media nulla. L'egua- 
glianza H^O ci dice subito che l'indicatrice di Dupin ò, in ogni punto, un'iper- 
bole equilatera, e che per conseguenza pìi elassoidi sono caratterizzati dal fatto 
che le loro assintotiche costituiscono un sistema doppio ortogonale. Ora , rife- 
rendoci ad uu precedente risultato, possiamo affermare che l'unico elassaide di 
rotazione é il catenoide, come si riconosce anche ricordando (II, 7, e) ohe la ca- 
tenaria è caratterizzata dalla proprietà di avere, in ogni punto M, il centro di 
curvatura simmetrico, rispetto ad M, del punto d'incontro della normale con la 
direttrice. È facile rispondere alla qneatione più generale : quali superficie di ro- 
tazione hanno la curvatura media costante? Indicando con il valore co- 
stante di H, la curvatura del meridiano deve soddisfare all'eguaglianza 

11 cosy 

V « ~ 2 ' 

dalla quale (V, 3, f) apprendiamo subito che le superficie richieste sono gene- 
rate dalla rotazione delle curve di Deìaunay intorno alle rispettive direttrici. 

Seconda che la curva appartiene al 

tipo ellittico o al tipo iperbolico, la 
superficie si chiama onduloide o 
nodoide. In virtù d'una nota pro- 
prietà delle curve di Delaunaj ò chia- 
ro che all' onduloide ed al nodoide 
sono parallele le due superficie del 
primo tipo trovato nel §9; ma questa 
proprietà vale in forma più generale 
e ci rivela un Ìntimo nesso fra le en- 
perfleie a curvatura media costante 
e quelle a curvatura totale costante. 
Infatti, se ad una superficie su cui si 
ba R,R,=a' si conducono, alle distanze a e — a, le superficie parallele, que- 
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std hanno i raggi principali B.^^za ed R,=pa; e poiché 

si vede che le due superficie sono a curvatura media costante. 

12. Per tutte le superficie a curvatura media costante sussiste la proprietà: 
le linee di curvatura costituiscono un sistema isotermo. Infatti dalle prime dae 
formolo di Codazzi si ricavano subito le curvature geodetiche sotto la forma 

in cui /'=0,^ = Vilog(^ — S^feJ; ed è noto (XI, 22) che basta la prima 
eguaglianza (/'=0, anzi AY=0) perchè il teorema sia dimostrato. Per un elassoi- 
de il teorema sussiste anche quando si considerano le assintotiche invece delle linee 
di curvatura. Infatti, se si prendono le assintotiche come linee coordinate, dalle 
predette formolo di Codazzi risultano i valori delle curvature geodetiche sotto la 
forma (12), con /*=0,^ = 7ilog'S. Dunque le assintotiche di qualunque elas- 
soide costituiscono un sistema isotermo. Del resto questo teorema h un'immediata 
conseguenza del precedente, giacché con (o=V4^ ^^ soddisfa (cfr, XI, 22) certa- 
mente a A^a)=0. Ad un'altra proprietà caratteristica degli elassoidi si giunge 
cercando di rispondere alla domanda : quali doppii sistemi ortogonali di curve 
restano ortogonali nella rappresentazione sferica ì Ciò equivale (XI, 14, 15) a 
chiedersi quando è che una coppia ortogonale di diametri d*una conica è conjn- 
gata ad un'altra coppia ortogonale. Ora noi sappiamo che i soli assi hanno questa 
proprietà, a meno che la conica non sia un'iperbole equilatera, nel qual caso 
(III, 4) la proprietà appartiene ad ogni coppia di diametri perpendicolari. Dunque, 
in generale, le linee di curvatura costituiscono l'unico sistema che si conservi 
ortogonale nella rappresentazione sferica, e soltanto sugli elassoidi avviene 
che ogni altro doppio sistema si conserva ortogonale. Del resto, se si osserva 
che le deviazioni di due linee perpendicolari sono definite dalle tangenti trigono- 
metriche — ^:Sfl9 e ^SrSHp', un calcolo facile mostra che Taumento dell'an- 
golo delle due curve, nella rappresentazione sferica, ha la tangente (R^ 4~ ^t) ^« 
Dunque, se si vuole che l'angolo resti uguale ad Yt^i mentre ^^0, bisogna che 
8ÌaH=0. 

13. Ora domandiamoci : esistono elassoidi fra le superficie rigate? Uno dei 
due sistemi di assintotiche è necessariamente costituito dalle generatrici rettilinee, 
le quali sono anche geodetiche,. dimodoché si ha !S^^=(^^=0. L'altro sistema è 
formato dalle trajettorie ortogonali delle generatrici, per le quali curve già si h 
visto (§ 5) che si ha 

Intanto, poiché dev'essere anche S^^=0, la prima formola di Codazzi mostra che 
^ è funzione del solo parametro q^ , e però p et — q^, che non dipendono da q^ , 
sono costanti. Ciò premesso, sulla linea di stringimento si ha t:=Of e conseguente* 
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mente ^^=0. Danque la linea stessa, assintotica e geodetica, h retta, vale a dire 
che le generatrici incontrano ortogonalmente una retta f ssa dello spazio. Quando 
si fa variare soltanto 8^=8, t conserva un valore costante ò, e le formolo (13) 
danno , per misurare le curvature di qualunque trajettoria ortogonale delle gene- 
ratrici, i valori costanti 

l^_ 8 _ 1 _ a 

7"" à^'ò* ' r "" a* + ò« • 

rappresentando con a il valore costante di p. Dunque (X, 4) le assintotiche curvi- 
linee della superficie sono eliche circolari. Finalmente, se si applicano le formolo 
fondamentali alla direzione della generatrice (a=l,p=Y=0) neir ipotesi che 
rorigine si sposti lungo un'assintotica curvilinea qualunque, si trova 9a=:$p = 0y 
9Y=: — %ds; poi, per /=0, si vede che Tangolo di cui ruota la generatrice in« 
torno airasse di stringimento è s:a^ cioè varia proporzionalmente al segmento per- 
corso sul detto asse dal piede della generatrice. Si giunge cosi (IX, 7, h) al seguente 
teorema di Catalani l'unico eloBsoide rigato è V elicoide a piano direttore. Del 
resto questo teorema risulta immediatamente dal fatto che la predetta superficie ò 
Tunica (X, 9) che abbia più di due assintotiche ortogonali alle generatrici. 

14. Per sapere su quali superficie rigate le trajettorie ortogonali delle genera- 
trici sono (come nell'elicoide a piano direttore) linee a curvatura geodetica co- 
stante, bisogna vedere quando è che la curvatura (^,, data dalla prima formola 
(13), si riduce ad una funzione del solo parametro q^. Perchè ciò avvenga ò neces- 
sario che le quantità p e t — q^^ sempre indipendenti da g^ , restino costanti: sia 
pz=za,t=q^. La linea di stringimento (/=0) ò dunque una linea q^j ed ò una 
geodetica (<^,= 0), d*onde segue che ammette le generatrici come binormali. Inol- 
tre — ^, che conserva il valore — lungo tutta la linea di stringimento, rappre- 

a 

senta la torsione della linea sfessa. Dunque le superficie cercate son quelle costi" 

tuite dalle binormali delle linee a torsione costante. Per tutte queste superficie, 

essendo 

<)logQ^ _ y, 

"àgi ^i* + «* 



e conseguentemente Q, = [/q^* + a*, il quadrato dell'arco elementare prende la 
forma unica dq^^ -]- (q^^ -{- à*)dq^*, Danque le superficie di cui si tratta sono ap* 
plicabili sull'elicoide a piano direttore, È poi evidente che sono applicabili an- 
che sopra superficie di rotazione, delle quali si determina la forma prendendo 

f{s)=ys*-\-a* in (9). Per A=l questa equazione diventa p=a-] , e però 

a 

l'elicoide a piano direttore è applicabile sul catenoide. In altri termini , se si 
flette un catenoide inestendibile rettificandone il parallelo minimo, i meridiani si 
rettificano per costituire un elicoide a piano direttore. 

15. Quadricbe. Per lo studio intrinseco d* una superficie, rappresentata da 
un'equazione del secondo grado fra le coordinate relative ad assi immobili, si co- 
minci dall'osservare (cfr. III, 6) che, se si pone l'origine sulla superficie, dirigendo 
Tasse z secondo la normale, e se si deriva l'equazione esprimendo l'immobilità dei 
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punti ipc^y^z) mediante le solite condizioni (XI, form, 8), si deve ritrovare Te- 

quazione da cui si è partiti. Ciò premesso, ricordandosi che per x^=y=z=0 ì 

T^co 01/ 
soli quozienti :;— e ^ prendono il valore — 1, mentre tutti gli altri si annullano, 

si riconosce subito che la parte lineare nell* equazione proposta deve ridursi a z ; 
poi si vede, per z=Oy che la superficie è tagliata dal piano tangente secondo dae 
rette, reali o immaginarie: essa è dunque (IX, 7, d) una quadrica. Lasciamo al 
lettore la cura di dimostrare la proposizione reciproca. Se gli assi x ed y sì dirì- 
gono tangenzialmente alle linee di curvatura deve mancare anche il termine in 
coy, dimodoché l'equazione si riduce finalmente alla forma 

z = '/^m>,a>^ + Sfl9y-{'r^*) + (ax + ^y)z . (14) 

Dopo averla derivata una volta rispetto a ^| , ed un' altra rispetto a g, , bisogna 
identificarla con ciascuna delle due equazioni derivate, considerando i coefficienti 
di y^ per la prima e quelli di x^ per l'altra. In tal modo si ottiene 

Paragonando invece il coefQciente di x^ nella prima equazione e quello di y^ nella 
seconda agli analoghi coefficienti dell'equazione primitiva, si ottengono i valori 

_ 1 33^^ _ 1 asfe, 

ed uguagliando questi ai precedenti si ritrova, integrando, una proprietà carat- 
teristica (XI, 17) delle quadriche, cioè l'indipendenza dei rapporti S^^* -S^t ^ 
S)ls* '• S%>« da g^ e q^ rispettivamente. Ora si è naturalmente condotti a sceglie- 
re i parametri delle linee di curvatura ponendo 

€)Ts>^ — q^^q, , S^, = 3,gr,» , 

dopo dì che i valori (15) diventano 

1 « 1 



Intanto dalle prime due formolo di Codazzi risulta 

31ogQ,_ q,* 3logQ,_ 2,» 



(16) 



d'onde, integrando, si traggono Qj e Q, ; poi 

Qui si osservi che il rapporto di Q, a Qj risulta uguale al prodotto d'una funzio- 
ne di q^ per una funzione di g^. Dunque sulle quadriche le linee di curvatura 
costituiscono un sistema isotermo. Per determinare y basta paragonare il coeffi- 
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ciente di ;;' neireqaazione primitiva a qaelli delle dae derivate, ed integrare le 
equazioni che in tal modo si ottengono : 

|l=a(Y-2s%.) , |l=P(r-2g>T..) . 

Si giange così a trovare 

Y = — S'iffs(2'i' + 2'»' — A) , 

e per conoscere completamente tatti i coefEcienti deirequazione (14) in funzione 
delle q ci resta soltanto da precisare le funzioni 904^. All'uopo si paragonino il 
coefficiente di xz nella prima equazione derivata, e quello di yz nella seconda, 
agli analoghi coefficienti deirequazione primitiva, e nelle uguaglianze così ottenute 

1 2 

si sostituiscano i precedenti valori di a , ^ , y ^ ^^^^ ^^' ^^^ {slcììì considerazioni 
si riconosce che, posto 

/•(a?)=:a?« — Aa?* + Ba?— C , 
si deve prendere 

9(9-.)= |/=7(i7) , ^(q,)=VlW> 

e con ciò si ha quanto occorre per lo studio intrinseco delle quadriche. 

16. Fissato per z un valore qualunque, l'equazione (14) rappresenta una co- 
nica, che degenera in una coppia di rette per quei valori di z che ne annullano il 
discriminante 



9l9^ az 

Sfl9^ ^z 

az ^z yz* — 2z 



= q^''q^^z{Qz — 2q,q;Ì , 



cioè per ar = e per Q>z=:2q^q^. Dunque ogni sezione piana d'una quadrica è 
una conica^ e per ciascuna direzione esistono due sezioni degeneri, i cui piani toc- 
cano evidentemente la superfìcie. Cosi vediamo, lasciando da parte la discussione 
dei casi eccezionali, che ad ogni punto M corrisponde un punto N, le cui coordi- 
nate, rispetto al triedro fondamentale che ha Torigine in M, sono definite dalle 
condizioni 

fKD^x + azz^O , 0^,y 4-^^ = , Oz = 2q^q^ ; 

e la corrispondenza fra i due punti ò tale che, in essi, i piani tangenti alla quadrica 
sono paralleli. Dopo ciò è chiaro che, se la superficie possiede un centro, questo 
deve dividere per metà la corda MN, e però si potrà dire che il centro esiste, e 
che le sue coordinate sono 

dopo aver verificato (come facilmente si può) che queste coordinate soddisfano alle 

24 
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condizioni d* immobilità. Affinchè M sia un vertice bisogna che si abbia x^=^0, 
y^ = 0, ed allora z^ rappresenta la lunghezza del corrispondente semi-asse. Dun- 
que, se X,pi,v sono le radici dì /", supposte distinte, si definisce una delle tre cop- 
pie di vertici, e quindi uno dei tre assi, prendendo (per esempio) ^ j* = X , ^,* = ji, 
nel qual caso la lunghezza e del semi-asse sarÀ data da CV=X|i.. Dunque, se si 
osserva che G = X]xv, si vede che i quadrati dei semi-assi sono 

^=cx ' *=cii • ^=c;;' 

e che per conseguenza il valore della costante G è inverso di \/aòc. Che i tre assi 
costituiscano una terna ortogonale risulta dalla simmetria stessa della forma che 
prende l'equazione (14) quando Torigine delle coordinate si trasferisce nel centro 
della superficie. Si ottiene infatti, cambiando z in z-^-c ed osservando che A è 
uguale a X-J-Ja + v» 

X* V* z* 

ed ò poi facile servirsi dì questa equazione per discutere le varie forme di quadri- 
che reali, corrispondentemente alle ipotesi di ti^e o due coppie di vertici reali, odi 
una coppia sola. Nel primo caso si ha V ellissoide^ nel secondo Yiperboloide ad 
una falda e nel terzo Viperboloide a due falde. Intanto si noti che la linea di cur- 
vatura, definita dall'equazione g'j' = X, passa per le due coppie di vertici, corri- 
spondenti ai valori p. e v deiraltro parametro q^\ e poichò sì ha ^ =0, la linea 
considerata è piana (XI, 2). Dunque le tre sezioni diametrali principali, cioò le 
sezioni fatte dai piani principali (piani che passano per due assi) sono linee di cur- 
vatura ed insieme geodetiche della superficie. Ciò è del resto evidente se si riflette 
che le normali alla superficie, lungo una sezione diametrale principale, stanno tutte 
nel piano della sezione, o pure se si osserva che i piani principali tagliano la su- 
perficie ad angolo retto; ma da ciò che si ò detto prima risulta ancora che le tre 
curve sono caratterizzate dal fatto che, lungo ciascuna di esse, il quadrato d'un 
parametro si conserva costantemente uguale ad una radice di f, 

17. Si definiscono gli ombelichi (S^^=::S^j) prendendo g'/=^j'=:X,jjL,v, 
successivamente, nel qual caso x^ ed y^ diventano indeterminati, ma 

dimodoché, per fissare la posizione del centro rispetto al piano tangente ed alla 
normale in un ombelico, si hanno le formolo 

z^^—àzabcì} , oc,^ + y^^==±Labcf\X) , 

e si trova così che le distanze del centro ai piani tangenti negli ombelichi (reali 
immaginarli) sono bcia^caib^abic, mentre le distanze alle corrispondenti nor- 
mali sono 

±Ìl (/(c« — a*)(a'— 6*) , ±~ J/(a» — 6«)(ò*-.c») , ± — >/(6*— c»)(c«— a«) 

M 1/ O 

Evidentemente gli ombelichi stanno sulle tre sezioni diametrali principali, ma non 
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sono tutti reali. Così, per esempio, nel caso deir ellissoide, supponendo a>3>c, 
i soli ombelichi reali sono i quattro punti definiti da q^-=iq^=z]x\ questi appar- 
tengono alla sezione determinata dagli assi minimo e massimo, e sono definiti da 
questa circostanza e dal fatto che la loro distanza al centro è J/a^-f-c* — 6', mi- 
nore di a e maggiore di e. Gli altri ombelichi sono immaginarii appunto per- 
chè appartengono alle sfere, concentriche air ellissoide , descritte con raggi 
J/ò*+c* — a'<c» V^^*-[-6' — c^^a^ e delle quali, per conseguenza, la prima 
è troppo piccola, la seconda troppo grande per tagliare T ellissoide. I quattro 
ombelichi realisi associano in due coppie, F,G, ed F',G', di punti diametral- 
mente opposti, ed i piani tangenti in questi punti distano tutti per ac\h dal cen- 
tro deir ellissoide. Le sole sezioni circolari (reali) della superficie stanno eviden- 
temente in piani paralleli ai detti piani tangenti, e due di esse, cioè quelle situate 
in piani diametrali, hanno il raggio h. Anche T iperboloide a due falde ha due 
sole coppie di ombelichi reali, una per ciascuna falda; ma gli ombelichi del- 
r altro iperboloide son tutti immaginarii. 

18. La curvatura d'una quadrica, in un punto M, è proporzionale alla 
quarta potenza della distanza del centro dal piano tangente in M, Infatti 

Qui si noti che soltanto gli iperboloidi ad una falda (a'òV<0) hanno la curva- 
tura negativa, e sono, per conseguenza, le sole quadriche a centro, generate da 
rette reali. Già sappiamo che , quando M si allontana indefinitamente dalla po- 
sizione centrale, lungo una generatrice, K tendo a zero, e però anche z^ deve 
tendere a zero, cioè il piano tangente finisce per contenere il centro. Dunque la 
sviluppabile assintotica (§ 5) d'una quadrica è un cono col vertice nel centro. 
Se il cono si riferisce al vertice ed ai piani principali , la sua equazione è mani- 
festamente la stessa (18), in cui si pone al posto di 1 nel secondo membro. Con 
tale equazione si vede subito che il cono assintotico, immaginario solo nel caso 
deir ellissoide , è interamente circondato dall'iperboloide ad una falda, ma cir- 
conda invece , separandole , le due falde dell'altro iperboloide. Quando poi M, 
percorrendo una data generatrice , va ad occupare la posizione centrale , la di- 
stanza Zq diventa massima, e però i piani che toccano una quadrica lungo la 
linea di stringimento sono normali alle peipendicolari abbassate dal centro 
sulle generatrici. Dunque, se M appartiene alla linea di stringimento (luogo dei 
punti centrali delle generatrici dei due sistemi) si ha y^^^x^igt^^ con co soddi- 
sfacente alla condizione 3^=0, ossia 5'^'cos'a)-}-g'8'sen'&)=0, che definisce 
r inclinazione delle generatrici sulle linee di curvatura. Ne segue che la linea di 
stringimento è caratterizzata dalla relazione q^00f^-\-q^y^^=0 ^ e però, ponendo 
per Xq ed y^ i valori (17) , si vede che la sua equazione in coordinate curvi- 
linee è 

9.V,'(^.' + 9,'-A)+C=0. (19) 

Questa equivale a y3:q=1, ed esprime che le projezioni del centro sulle nor* 
mali alla linea di stringimento dividono per metà i segmenti staccati dalla «w- 
perficie sulle normali stesse. Risulta infatti dalla (14) che la lunghezza di tali 
segmenti è 2:x=^2Zq, Mediante Tequazione (19) si può studiare senza difi3coltà 
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la lìnea di stringimento, che passa per tutti i vertici , inflettendosi, ed è simme- 
trica rispetto ai piani principali. 

19. Fra le curve tracciate sopra ana quadrica sono notevoli le poloidi, cioè 
le curve definite dalla seguente proprietà: i piani tangenti lungo una poloide 
distano egualmente dal centro. Per le cose dette innanzi h chiaro che la curva* 
tura d'una quadrica è costante lungo ciascuna poloide. Se si osserva che l'e- 
quazione di queste curve, in coordinate curvilinee, è q^q^r=z costante^ e che d'al- 
tra parte si ha 

:r-logg4 5', = acosa)4-psena) , 

si vede che T inclinazione co d* una poloide sopra una linea di curvatura è data 
dalla formola 

La sostituzione di questo valore di co nelle formolo (12), (15) e (19) del capitolo 
precedente fornisce tutti gli elementi necessarii per lo studio intrinseco delle pò- 
Ioidi. Ad un'altra proprietà di queste curve si perviene osservando che la sezione 
fatta nella quadrica dal piano diametrale parallelo al piano tangente è rappre- 
sentata dall'equazione SP^^x^ -{- S^^ì/^=iZq, dimodoché i quadrati dei semi-assi 
di tale sezione sono 



S^, C^i' S^, ^t' 

Ne segue che i parametri q^ e q^ sono inversamente proporzionali ai semi-assi 
della sezione stessa. Questa è un'ellisse reale nel caso dell'ellissoide, ed allora si 
può dire che , se un punto percorre una poloide, la sezione diametrale parallela 
al piano tangente conserva un'area costante. Finalmente un calcolo facile mo- 
stra che le sezioni normali^ fatte neW ellissoide tangenzialmente ad ogni po- 
loide^ hanno un vertice nel punto di contatto. 

20. Se si moltiplica per z^ la lunghezza del semi-asse parallelo ad Mx si ot- 
tiene un valore indipendente da q^. Dunque: lungo le linee di curvatura d'una 
quadrica è costante il prodotto del diametro parallelo alla tangente per la di- 
stanza del centro al piano tangente. Ora domandiamoci: è questa una proprietà 
caratteristica delle linee di curvatura? Per le cose dette (XI, 13) sull'indicatrice 
di Dupin si vede subito che la lunghezza l del semi-diametro parallelo ad una 
tangente qualunque, inclinata di co su Mx, è data dalla formola 

p^ ^0 _ 1 



g^ G(^j*cos'o)-{-5'j'sen*co) ' 

e che per conseguenza la proprietà enunciata appartiene a tutte le curve, lungo 
le quali si ha 



cos'o) . sen'w 



j ^:: costante . 



-189 — 
Intanto, se al primo membro si applica l' operazione 

<) ò a 

— - = gr^ a C03 OD :- \- qj^ sen w 



òs ^* a^, ' ^•'^ -òq^ ' 

sì ottiene facilmente 

3 /cos'o) . sen'coX /«sen co , 6 coso) . q,^ — aJ'òttA 

>-( — r-H r) = ~( r- + ^-+ , , ^)sen2(o , 

ds\ q^ q^ I \ q^ q^ q^q^ dsj 

ed alla quantità fra parentesi, nel secondo membro, si paò anche dar la forma 
giacché si ha, in virtù di (16); 

Vi — ~~a ~"i » V« — ^j 



Dnnqae, ricordando la prima formola (19) del capitolo precedente, 



3 /eoa' co sen'co^ 



los'co , sen'coX o* — q^^ r> « rrv^v 



e però la proprietà enunciata non appartiene soltanto alle linee dì curvatura 
(co=0,co=Vs'J^)»i^a> come ha osservato Joachimsthal, anche alle ^^ocf^^/cA^ 
((^ = 0). In ogni caso la formola (20) serve a calcolare la curvatura geodetica 
d*una linea qualunque, tracciata sopra una quadrica. 

21. Importanti conseguenze del teorema di Joachimsthal sono state segna- 
late da Roberts. Consideriamo un ellissoide, e mediante geodetiche congiun- 
gìamone un punto qualunque M a due ombelichi reali, non diametralmente op- 
posti, per esempio F ed F'. Lungo Tuna o T altra geodetica il prodotto h^^ con- 
serva un valore costante, e poiché, per le cose dette in fine del § 17, il valore di 
Zzq ò ac tanto in F quanto in F', anche in M dovrà Iz^^ e per conseguenza Z, 
avere un valore unico. Ora, se si riflette al significato di Z, si vede subito che le 
tangenti alle due geodetiche, in M, sono egualmente inclinate sugli assi delF in- 
dicatrice di Dupin. Dunque le linee di curvatura d'un ellissoide^ in ogni punto 
M, dividono per metà gli angoli delle geodetiche congiungenti M a due ombe- 
lichi non diametralmente opposti. Per conseguenza MF ed MG sono archi d'una 
stessa geodetica, e poiché M è un punto preso ad arbitrio sulla superficie, si vede 
che le infinite geodetiche uscenti da un ombelico concorrono nell'ombelico dia- 
metralmente opposto. Risulta inoltre dalla proprietà essenziale (XI, 8) delle geo- 
detiche che, computata lungo una geodetica qualunque, la distanza dei due om- 
belichi è sempre la stessa. Dopo ciò è chiaro che se un filo flessibile, ma inesten- 
dibile, si tende sopra un ellissoide perfettamente levigato, lungo la sezione prin- 
cipale media, T ellissoide può liberamente girare, come una sfera, intorno ad FG 
ad F'G',. deformando il filo, ma senza che questo cessi un solo istante di rima- 
nere teso sulla superficie. Nel caso generale accade invece che il filo abbandona 
la superficie, o pure è trascinato nel moto restando rigidamente fissato ad essa. 
Vogliamo finalmente segnalare un'altra importante proprietà, che ci limitiamo ad 
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enunciare : le linee di curvatura d'un ellissoide sono i luoghi dei putiti^ le cui 
disianze geodetiche a due ombelichi non diametralmente opposti hanno una 
somma o una differenza costante. Esse sono dunque, per così dire, le ellissi e le 
iperboli della superficie; quelle che si possono considerare come ellissi rispetto ai 
fuochi F ed F' sono ad un tempo iperboli rispetto ad F e G'; e viceversa. Ne se- 
gue che UDO stilo che si muova mantenendo teso un filo flessibile ed inestendibìle, 
fissato per gli estremi in F ed in F\ inciderÀ sulla superficie una linea di curva- 
tura, ed in tal modo, accrescendo o diminuendo la lunghezza del filo, si riuscirà a 
tracciare meccanicamente tutte le linee di curvatura d*un sistema; per quelle del- 
Taltro basterà fissare gli estremi del filo in F ed in Q\ o in F' e G. 

22. Superficie di Weingarten. Le superficie di rotazione, le superficie a cur- 
vatura media o totale costante, e molte altre superficie notevoli appartengono ad 
una classe unica, caratterizzata dal fatto déìV esistenza d'una relazione fra le 
curvature principali. Tutte queste superficie si dicono di Weingarten, dal 
nome del geometra che ne ha scoperte le più importanti proprietà. Noi qui ci limi- 
teremo a dimostrare pochi teoremi, relativi specialmente alle sviluppate di tali su- 
perficie. Ricordiamo (XI, 26) che le curvature normali e la torsione geodetica 
della prima falda della sviluppata d*una superficie qualunque si determinano mer- 
cè le formolo 

dalle quali si deduce, tenendo conto delle formolo (30) del precedente capitolo, 

ì)s^ 

Per otteuere il valore K" della curvatura nel corrispondente punto della seconda 
falda basta scambiare fra loro, nella precedente espressione, R^ con R^ ed s^ con 
«,; poi si trova 

'ÒR^ SR, 

~"Z*()R,9R, • 

D'altra parte, perchè una superficie sia di Weingarten, occorre e basta, in virtù 
della definizione, che sia nullo il determinante funzionale delle R, cioè che si abbia 

J)R,3Rj_3R^3R, 

Ì)S^ 05, 05, 1)3^ * 

e conseguentemente K'K"=1:Z*. Si trova così il seguente teorema di Halphen: 
perché una superficie appartenga alla classe delle superficie di Weingarten è 
necessario e sufficiente che il prodotto delle curvature delle falde della svilup- 
pata, in due punti corrispondenti, sia inverso della quarta potenza della di- 
stanza dei punti stessi. Un'altra proprietà caratteristica è stata scoperta da Ri- 



-191- 

b au co ur nel cercare la condizione perchè alle assintotiche d*una falda corrispon- 
dano quelle dell'altra. Sia (o Tinclinazìone sulle linee di curvatura di (M) della 
curva che deve percorrere M affinchè il corrispondente centro C^ descriva un' as- 
si ntotica di (C|); e sia co' l'inclinazione di questa linea assintotica sulla tangente 
M^. Fra co ed to sussiste una relazione, che si deduce facilmente dalle formolo (27) 
del precedente capitolo dividendo la terza per la seconda: 

--cota)=^cotw4-%r- • 
K, os^ os^ 

Ora, se si vuole determinare co in modo che C^ descriva un' assintotica di (C|), bi- 
sogna che si abbia 

STp^cot'o)' — 2^'cotw +STi)', = , 
cioè, sostituendo per le Sflsi, per ^ e per (o' i valori precedentemente ottenuti , 

cota) = ±^J/=¥' . 

Affinchè sulle due falde si corrispondano le assintotiche , vale a dire perchè spo- 
standosi M nella direzione definita dall'angolo (o con Ma; (o Y^tt — co con M^) i 
centri C^ e C, tendano a spostarsi sulle assintotiche delle rispettive falde, bisogna 
che si abbia, per lo stesso valore di co, 



«•'(i-")=^^>'=^' 



quindi K'K"=: hl\ Dunque: affinché sulle due falde della sviluppata d'una su^ 
perfide si corrispondano le assintotiche occorre e basta che la superficie ap" 
partenza alla classe di Weingarten. 

23. In modo analogo si potrebbe cercare la condizione perchè vi sia corrispon- 
denza fra le linee di curvatura delle due falde; ma questa ed altre ricerche si com- 
piono con maggiore facilità prendendo a studiare direttamente la corrispondenza 
fra le due falde, vai quanto dire fra una superfieie qualunque (M) ed una sua 
complementare (M). Consideriamo sulla prima superfìcie un sistema di geodetiche 
curvilinee {^^i^^)^ ed assumiamo queste come linee g^, dimodoché, chiamata l 
la distanza MM', sia 

ed intanto osserviamo che per la terza formola di Gauss la funzione l è vincolata 
alla curvatura di (M) mediante l'equazione differenziale 

4i + l = -Ki« . (21) 

os^ 

Ciò premesso, le formolo fondamentali , applicate al punto M', le cui coordinate 
sono x = Z,y = -8:=:0, danno 

-^ = --- + 1 , ^=0 , -.- = S^,/, 
os^ 0*4 os^ os^ 

is^ 3*j ' 9jj * 3*j 
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Dunqae in M' l'asse z\ normale alla superficie (M'), è parallelo all'asse y ; e se si 
dirige Tasse y parallelamente ad M-ar, e Tasse x in senso inverso di Ma', si per- 
viene facilmente, procedendo come nel § 26 del precedente capitolo, alle relazioni 

in cui per brevità si è posto 

Basta poi scrivere le condizioni d'immobilità del punto ( — oc-^-lyZ^y) rispetto al 
triedro (M'), tenendo conto di quelle del punto (x.y^z) rispetto al triedro (M), 
per giungere, come nel suddetto § 26, ai risultati 

prevedibili, ed agli altri 



Qai si noti che si ha 



Hi+'>^è, 



K'^g5^\g)^;-«'=-— , (22) 

e per conseguenza, utilizzando (21), 

d'onde si deduce che la condizione trovata da H a l p h e n per le sviluppate delle 
superficie di Weingarten equivale a dZ:d5,:=0, e questa ci dice che (^, è funzione 
del solo parametro q^. Dunque: affinchè una superficie sia una falda della svi- 
luppata d'una superficie di Weingarten è necessario che ammetta un sistema 
di linee geodeticamente parallele f a curvatura geodetica costante. La condizione 
non è sufficiente. Infatti noi abbiamo sempre esclusi i sistemi di geodetiche retti- 
linee, perchè è indispensabile che le tangenti alle geodetiche considerate formino 
una congruenza, e d'altra parte nel § 14 abbiamo avuto occasione di riconoscere 
Tesistenza di superficie rigate, le cui generatrici sono attraversate ortogonalmente 
da linee a curvatura geodetica costante. 

24. Ora l'osservazione fatta nel § 8 ci permette di affermare che cicucuna 
falda della sviluppata d'una superficie di Weingarten è applicabile sopra una 
superficie di rotazione. Da ^,= — 1:^, data una relazione R,=9(RJ, se si os- 
serva che (f^^ =:dR|, si trae successivamente 

31ogQ ,_ 1 _ Jri-R2 

<)q, '""R.-R, ' ^* 
dimodoché basta porre 

P ds 
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perchò la (9) rappresenti il meridiano d'una superficie di rotazione, sulla quale ò 
applicabile la prima falda della sviluppata della superficie di Weingarten, definita 
da R,=9(R^). La forma di tali superficie di rotazione dipende, come si vede, uni- 
camente dalla natura del vincolo che intercede fra R^ ed R^. Reciprocamente ogni 
superficie applicabile sopra una superficie di rotazione è una falda della svi- 
Zuppata d'una superficie di Weingarten, a meno che non sia costituita dalle bi- 
normali d*una linea a torsione costante. Questi teoremi sono dovuti a Wein- 
garten. 

25. Torniamo, per finire, alla questione enunciata in principio del § 23. Ap- 
plicando le formolo fondamentali ai coseni a=0,p=:l,Y=0) si ottiene 

5a seno) ^3 ^ Sv ^ , --w 

e, se si vuole che M'z' generi una sviluppabile, si deve (c/r. IX, forni, 19) deter- 
minare (I) in modo che la condizioue 

a Ba Sx =0 

^ ^ dz 
sia soddisfatta, cioè (a calcoli fatti) che si abbia 

^o + (^^^8^ — S^,8en(o)---=0 . 

as 

Questa è l'eguaglianza che in ogni caso definisce T inclinazione co, su Ma?, di quelle 
linee di (M) che corrispondono alle linee di curvatura di (M'). Affinchè siano an- 
ch'esse linee di curvatura su (M) bisogna inoltre che co annulli ^^, e però le 
condizioni 

^cos2co + V, (3l9, — Sa9,)sen2co=0 , 

,.*. ^ / a? , 'àl\ ^ 

(^cosco — 2%jSenco)(cosco -;r — [-senco-^r— )=0 

debbono ridursi ad una condizione sola. Dall'identificazione risulta, mettendo in 
disparte il caso delle superficie sviluppabili, 

cioè l deve avere un valore costante a. Possiamo dunque enunciare quest'altro 
teorema diRibaucour: perché alle linee di curvatura d'una falda della svi^ 
luppata d'una superficie corrispondano sull'altra falda le linee di curvatura 
di questa, è necessario e sufficiente che sia costante la distanza dei centri prin- 
cipali di curvatura della superficie considerata. In altri termini questa dev'es* 
sere una speciale superficie di Weingarten, definita dalla relazione R|—R,= co« 
stante. In tale ipotesi le formolo (21) e (22) danno 

K = K' = -1, , 

25 



cioè le due falde sono superficie a curvatura costante negativa. Inversamente, 

data una superficie a curvatura z, se tangenzialmente ad una semplice infi- 

nità di geodetiche, concorrenti in un punto infinitamente lontano, si costruiscono, 
a partire dai punti di contatto, segmenti rettilinei di lunghezza a, nel verso in cui 
le geodetiche si dirigono al punto comune, gli estremi di tali segmenti stanno sopra 

un'altra superficie a curvatura =, che insieme alla prima costituisce la svi- 

luppata d'una superfìcie di Weingarten; ed alle linee di curvatura come alle 
assintotiche della superficie data corrispondono le analoghe linee dell'altra. 



Xm. DEFORMAZIONI INFINITESIME DELLE SUPERFICIE. 



1. Immaginiamo che i punti d'una superficie (M) si spostino infinita- 
mente poco per andare a costituire un'altra superficie (M'), e proponiamoci 
di studiare le alterazioni che^in tal modo si producono nelle curvature fon- 
damentali di (M). Siano u,v^w le projezioni dello spostamento MM' su due 
tangenti ortogonali e sulla normale ad (M), nel punto M. Quando M per- 
corre nel piano tangente un segmento ds^ inclinato di co sull'asse x, le coor- 
dinate (x=u,y = Vi£f = w) del punto M' subiscono le variazioni date dalle 
solite (XI, 9) formolo fondamentali 

Bx 

-— = (l + Wi)co8a) + w,8ena) , 

ds 

-i.=t?4C0Sa) + (l-}-r,)senw , (I; 

^z 

— -zzziy^cosco + WjSenco , 

dove per brevità si è posto 

v,=^ + ^to-q,u , v, = ^ + q,u-^SH9,u^ , (2) 

\ OSm USm 

Quadrando e sommando le (1) si ottiene ds'=(l + 4>)cfo, dove, a prescinde- 
re da infinitesimi superiori, 

4>=ti^cos'a)-}-(t',4-w,)coscosen(o-|-Va8en'cn) . 
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Evidentemente 4>, che rappresenta la dilatazione lineare per unità di lun-* 
ghezza, si riduce ad u^ nella direzione Ma;, a v^ nella direzione M^. L'ele- 
mento superficiale ds^ds^ si trasforma dunque in (l + «i)(l + ^«)d^i^«» Q 
però, se si rappresenta con {\-\'%)d$^ds^ l'area deirelemento deformato, se 
cioè 6 è la dilatazione superficiale unitaria, si ha, trascurando infinitesimi 
superiori, 0=^^ -ft;,, ovvero, in virtù delle (2), 

Questa formola mostra che solo negli elassoidi (H=:0) avviene che lo spo- 
stamento normale non influisce sulla dilatazione. Quando la superficie è in- 
estendibile la funzione 4> deve ridursi a zero identicamente, vale a dire che 
dev'essere Wi=0, v, = 0,z;4 +^,=0, ® conseguentemente anche ©=0. 

2. La formola (3) ci porge il destro di mettere in evidenza un' impor- 
tante proprietà degli elassoidi. Una linea chiusa, piana, stacca da qualunque 
superficie curva un'area certamente maggiore di quella che limita nel pia- 
no che la contiene; ma, se la linea è storta, un'altra superficie prende il po- 
sto del piano per determinare entro il dato contorno un'area minima. Una 
siffatta superficie si dice appunto ad area minima o semplicemente mini- 
ma- Deformandola infinitamente poco, in modo che non cessi di contenere la 
curva data, è necessario che la variazione prima dell'area limitata dalla 
curva stessa sia nulla, cioè che si abbia //6(2$|C2^j| = 0. Intanto è chiaro 
a priori che gli spostamenti tangenziali non possono far variare l'area chiu- 
sa nel contorno fisso, e del resto noi possiamo sempre supporre che da una 
superficie all'altra si passi mediante spostamenti normali Wt arbitrarii. Al- 
lora, in virtù di (3), la condizione precedente diventa //HM?d5|(fo4 = 0, ed 
affinchè sia soddisfatta, qualunque sia u;, bisogna che si abbia, in ciascun 
punto, H=0. Dunque ogni superficie minima è un elassoide\ ma, siccome la 
predetta condizione non è sufficiente perchè Tarea sia minima, è chiaro che, 
eccezionalmente, un elassoide può non essere ad area minima. Per veder me- 
glio come avviene che gli spostamenti tangenziali non influiscono sulla va- 
riazione prima dell'area osserviamo che 

intendendo esteso l'ultimo integrale a tutto il contorno. Dunque, poiché u 
e V sul contorno sono nulli , 

3. 1 coseni direttori della tangente alla trajettoria di M' hanno eviden- 
temente i valori (1) divisi per 1+*, ovvero (a prescindere da infinitesimi 
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superiori) moltiplicati per 1 — 4>. Tale moltiplicazione conduce ai risultati 

COSO) — 98600} j seno) -f- 90030) , ìo^costù-^io^seu^ , 

ponendo 

9 = t?j cos' 0) — (Uj — t?,) cos 0) sen o) — w, seo*o) , 

e poiché i primi due equivalgono a co8(o)-|-9) e sen (co +9) si vede chiara- 
mente che 9 è l'angolo di cui ruota nel piano tangente la retta considerata. 
In particolare gli assi ruotano di t;| e — u,, e però v^-\-u^, coefficiente del 
termine rettangolo nella forma 4>, rappresenta il mutuo scorrimento angola- 
re degli assi tangenti. Ora, poiché 4> è generalmente riducibile a forma ca- 
nonica in un modo solo , si può affermare che una sola coppia ortogonale di 
tangenti resta ortogonale nella deformazione^ ed essa ruota rigidamente, nel 
piano tangente, d*un angolo Vj= — Wi=Vt(*'i — **,). Siccome poi v^ — w, è 
invariante ortogonale della forma 9, si vede che, comunque si orientino gli 
assi tangenti, la rotazione geodetica della particella superficiale è sempre 
espressa dalla metà di ^=^v^ — ^t* Adunque una coppia ortogonale qualun- 
que di tangenti, dopo avere partecipato alla comune rotazione, misurata da 
V»(V| — u,), diventa generalmente obliqua per uno scorrimento V«(Vt + ^«)» 
che ciascuna delle due tangenti esegue verso V altra, lì espressione di ^ ri- 
sulta dalle (2) sotto la forma semplicissima 



Hi+^')'-{h^)" 



che non dipende dagli spostamenti normali. 

4. Prima di andare oltre dobbiamo osservare che le sei funzioni u^^ 
u^^v^yV^,w^,Wi non sono arbitrarie. Applicando infatti la nota condizione 
d* integrabilità 

alle derivate degli spostamenti, date dalle (2), si trovano le relazioni 

-^^--^'^=<^,{u,^V;i^(%^[v, + U;) + ^W, + m9,U,^ 

Ts ~ 






- - aT" = <Ì. {^x + «,) + ^. («. - ''t) - ^«r. - ^,,r, (4) 

Ir ~ Ir = ^* '"* ~ ^»"'' - ^» "«+ ^» "«- ^ («'-''«> • 

1 * 



Ora si osservi che dalle prime due si ricavano i valori di w^ e er, sotto 
la forma 

M?, = U3^,-VE , tt?, = V^, — UB , (5) 



(«) 
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ponendo 

cioè, in virtù delle (2) e delle formolo di Codazzi , 

Se poi i valori (5) si sostituiscono nella terza equazione (4) si riconosce non 
solo che u?! e w^ dipendono dalle altre quattro funzioni , ma che fra queste 
intercede la relazione differenziale 

+ S^i«,-2%,t^. + ^K-r,) = . (7) 

5. Nel caso delle superficie inestendibilì, essendo 

le formolo (6) danno 

quindi la (7) diventa D9=0, dopo aver posto 

Dunque gli angoli 90^ soddisfano ad un'equazione differenziale del secon- 
do ordine, che si suole chiamare equazione caratteristica, È chiaro che, in- 
versamente, ad ogni soluzione 9 deirequazione caratteristica corrisponde 
una deformazione possibile, giacché, soddisfatta la (7), sono soddisfatte an- 
che le condizioni d'integrabilità (4), e però le funzioni i«,i;,u^, definite dalle 
(2), esistono. In particolare, se a,^,r sono i coseni che definiscono una di- 
rezione invariabile, si verifica facilmente che l'equazione caratteristica ò 
soddisfatta dalla funzione y > 6 d'altra parte si può constatare che a que- 
sta funzione corrisponde, non una vera deformazione, ma solo un cambia- 
mento di posto dell'intera superficie nello spazio. Infatti ogni moto rigido 
infinitesimo della superficie si può considerare come risultante da una ro- 
tazione e intorno ad una certa retta (<x,^,Yf^>^)?) ^ ^^ UQ& traslazione 
e' parallela alla retta stessa, dimodoché gli spostamenti prendono la forma 

poi le (2) danno 

tt^=t7j=:0 , t?4 =— w,=:9=eY , 10^=— ep , to^=ita . 



Ne segue che per lo studio d^una deformazione propriamente detta sarà 
sempre lecito trascurare in u^v^w termini che abbiano la forma indicata 
in ultimo luogo. 

6. Assumiamo come nuovi assi , nel piano che tocca in M' la superficie 
deformata, le rette corrispondenti ai valori — t?j e Vt ^+^1 di w. Così, ri- 
spetto agli antichi assi, i coseni direttori dei nuovi sono, in virtù delle for- 
molo (1), 



per Tasse oo 
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Fra le antiche e le nuove coord 



nate si hanno dunque le relazioni 



Inoltre i quozienti differenziali relativi agli archi ds che può percorrere 
M' si esprimono negli antichi mediante la formola 

A = (l-*)(cosa,|- + 8enco-|-), 

dalla quale, ponendovi successivamente — v^q Vì^+^s P^i^ ^i bì deducono 
i valori dei quozienti differenziali relativi ai nuovi assi : 

Dunque 

7. Ciò premesso, proponiamoci di calcolare le variazioni subite dalle di- 
verse curvature per effetto della deformazione. La prima condizione d' im- 
mobilità del punto (x',y\z) rispetto alla superficie deformata è 

adoperando il segno (Q per indicare le variazioni prodotte dalla deformazio- 
ne, e scrivendo D invece di (D quando nel passare da una superficie all'al- 
tra si spostano le linee coordinate. Intanto si ha, applicando le (9) alle (8), 

confondendo pure coordinate nuove ed antiche quando trovansi moltiplicate 

per infinitesimi. Similmente il secondo membro della formola considerata e- 

quivale a 

Tix 

^ - S!^,iu> + to^cc + w,y) + §,(»- tv) + «DS^i —V^t - 
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Dunque, osservando le (2), sì vede che £fJ)Sfl9^^yT)(^^ dev'essere identica- 
mente uguale a 

Sviluppando e tenendo conto delle condizioni d' immobilità, relative alla su- 
perficie primitiva, si ottengono, mediante identificazione, i valori di D€)T^| e 
D(^i. Con procedimento analogo si calcolano D€>&, e D^, partendo dalla 
seconda condizione d' immobilità della seconda terna. Si perviene cosi ai se- 
guenti risultati: 

(10) 

Si noti che, in virtù delle (4), le formolo di destra si possono anche scrivere 
nel seguente modo : 

Quanto alla torsione geodetica , basta operare analogamente sulla seconda 
condizione d'immobilità della prima terna, o sulla prima della seconda ter- 
na, per ottenere 

ed anche 

Queste due espressioni si equivalgono in virtù della terza formola (4). 

8. Ora siamo in grado di calcolare le variazioni che la deformazione 
produce nella curvatura media e nella curvatura totale. Le formolo (10) di 
sinistra danno subito 

(E)H=(|.+ q,y^+Q--+ q,y,--sns>,u, - sn^.v, + ^{v,+u,) , (ii) 

pure, per sostituzione dei valori (2), 

Applicando a K = 3^^019,—^* le stesse (10) e le ultime formolo ottenute 
si giunge facilmente al risultato 
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che 8i può porre sotto varie forme. Se, per esempio, vi si sostituiscono i va- 
lori (5), tenendo presenti le formolo di Codazzi, si ottiene 

CDK=-Ke+(^+(?,)KU + (^ + <Ì.)KV, (12) 

e si vede subito (§5) che nell'ipotesi dell' inestendibili tà è (]dK = 0, cioè 
(cfr. XI, 25) la curvatura d' una superficie inestendibile resta invariata in 
ciascun punto quando la superficie si flette» Se invece in (11) si sostituisco- 
no a ec^i e u;, i valori dati dalle (2) , si trova la formola 



(E)logK=(u^+vl-)logK+D 



w 



dalla quale risulta, per esempio, che se si vuole deformare una superficie a 
curvatura costante , in modo che la curvatura rimanga invariata , bisogna 
dare ad ogni punto uno spostamento normale infinitesimo, soddisfacente al- 
Tequazione caratteristica. 

9. Fra le infinite deformazioni possibili è naturale che l' attenzione si 
fermi su quelle , per le quali la conica rappresentativa della forma <& si ri- 
duce ad un circolo. Allora accade altrettanto per 9,0 si ha , indipendente- 
mente da (0, 

Quindi le (6) danno 

e la (12) si riduce alla forma semplicissima 

(E)K = -(K+V,A«)e, (13) 

indipendente dalla rotazione. Fra dilatazione e rotazione si ha poi la rela- 
zione differenziale (7), che qui assume la forma notevole 

de+D^=0 , (14) 

ponendo, per brevità, 

Per le superficie inestendibili la (14) si riduce, come si è visto nel § 5, alFe- 
quazione caratteristica; ma questa regge tuttavia per quei valori di 6 che 
soddisfano air equazione d=0, ed in particolare sussiste quando 6 ha un 
valore costante, che misurerà, in virtù di (13), il decrescimento unitario del- 
la curvatura totale. Qualunque sia, del resto, la funzione 9 soddisfacente al- 
l' equazione d=0, ad essa corrisponde sempre una deformazione possibile, 
caratterizzata dalF assenza di rotazione geodetica, cioè tale che si ha ^=0, 
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e conseguentemente 

u = ^ , v=^ , A»4» = e + H/<? , ecc. 

10. Tornando al caso generale proponiamoci di determinare le alterazio- 
ni prodotte dalla deformazione nelle curvature delle varie linee. Quando M 
si sposta in ana direzione definita, nel piano tangente ad (M), dall'angolo co, 
M' percorre una curva inclinata di a)'=(i)-f 9 sull'asse x\ come se per effetto 
della deformazione si avesse D(o = 9. Dunque, ricordando (XI, 10, 18) che 

SRi)^=:gJfe^cos*a)— 2Scos(osen(o+©fe,8en*c«> , " = — 2^^ , 

sì ottiene 

(DSTi)^ nrcos'ct) . DSRPj — 2cosa)sen&>. D^ + sen'c«> . DS^fe, — 29^©^^ , 

ed in particolare 

Similmente dalle formolo 

^,= ^0082(0 + 1 (2^. -g^,)sen2a> , ^ = g^^«g)fe^^^ 
si deduce 

In particolare l'alterazione prodotta nella torsione geodetica delle linee q^ ò 
data dalla formola 

ed è facile verificare che, quando gli spostamenti hanno la forma indicata in 
fine del § 6, tanto (£>€ quanto le 6^Sfl£> sono nulle. Inversamente, se la su- 
perficie è inestendibile , la detta forma segue dalle ipotesi (QS>l9^ = , 
(Qifl9%=0 y(Q^=zO. Da queste, infatti, e dalle (4) si deduce 

1 « 



poi 






(15) 



Danque «',*+«'i'4-9* ^^ ^^ valore costanie e*. Ora, posto «;,=e«,M>,= — ep, 
<f = vf, le relazioni (15) sono appunto quelle che esprimono V invariabilità 
della direzione (a,^,f). 

26 
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11. Finalmente, per sapere di qaanto varia la carvatara geodetica d'ana 
linea qaalnnque, osserviamo che la formola 

diventa 

sulla superficie (M'). Ne segue 

poi , tornando a distinguere con un accento la di£Ferenziazione relativa alla 
direzione ay-^-^/^'rzyBÌ giunge alla formola 

dopo un calcolo facile , che per brevità omettiamo. Il secondo membro si ri- 
duce manifestamente a zero se la superficie è inestendibile, e si ritrova cosi 
il fatto, del resto evidente, dell' invariabilità della curvatura geodetica delle 
linee tracciate sopra una superficie flessibile ed inestendibile. 



XIV. LE CONGRUENZE. 



1. La Geometria intrinseca dei sistemi di rette si può fondare su consi- 
derazioni analoghe a quelle che nei precedenti capitoli ci hanno permesso 
d'intraprendere lo studio infinitesimale dei sistemi di punti. In una con- 
gruenza, sistema doppiamente infinito di rette, si considerino due di que- 
ste, g e g', infinitamente vicine. Si prenda g come asse jer, e l'asse x incontri 
ortogonalmente anche g'. Siano da e pda l'angolo e la distanza delle rette 
considerate, dimodoché jp rappresenti (cfr. IX, 7, e, 8) il parametro distribuì 
tore dei piani tangenti all'elemento gg' di superficie rigata. Quando gli assi 
si recano nella posizione individuata da un altro elemento superficiale g g'', 
le variazioni Bx^By^^g subite, rispetto alla posizione iniziale, dalle coordi- 
nate x,y,is d'un punto, sono uguali alle possibili variazioni dx^dy.dz rela- 
tive agli assi mobili , aumentate delle variazioni dovute unicamente al moto 
del triedro di riferimento, cioè alla traslazione (pc^or, 0> Ma) ed alla rota- 
zione {da, 0, hda). Si hanno dunque le formole 
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vere anche nel caso che x.y^e siano coseni direttori, purchò allora si tra- 
scurino!) ^d ^« caratteristiche della traslazione. Qaando il piano y gira in- 
torno a g, Torigine {punto centrale) si sposta lungo la generatrice. Immagi- 
nandola trasportata in un punto invariabile di g, alla distanza $ dal punto 
centrale, le formolo precedenti diventano 



dove per brevità si è posto 

da 



r=.h^^S. (2) 



Ciò premesso, distinguiamo con indici 1 le quantità relative ad una data po- 
sizione (del resto arbitraria) del piano y, intendendo che quelle prive dell* in- 
dice si riferiscano alla posizione occupata dal piano stesso dopo una rotazio- 
ne co, dimodoché 

ocz=x^cos(i)"\-y^9entù , y=: — a?| sen co -f-yi costo , z=g^ . 

Se invece si distingue con indici 2 tutto ciò che si riferisce alla posizione 
to=V»^» si vede che ^«=^1,^, =— iri,j0f, = jef,, e però le formolo (1), per 
una posizione del piano j/, perpendicolare alla primitiva, diventano 

Dunque, se il piano y si fissa nella posizione iniziale (co=0), le condizioni 
necessarie e sufficienti per T immobilità del punto {x^y.z) risultano da (1) 
ed (1) sotto la seguente forma: 

(3) 

Son queste le formolo fondamentali per l'analisi intrinseca delle congruenze. 

8.1 quozienti diflferenziali ;— , relativi ad un angolo co qualunque, si 
compongono assai semplicemente mediante i quozienti r:— e — . Basta in- 
fatti osservare che i coseni direttori di g', uguali manifestamente a 

sencocfa , — cosco(f(7 , 1 , 

risultano, dalle formolo (3), uguali a eZag, — ^«,1. Dunque 

a 3,3 

;r- = C0SC0;r t-SenCO:r— . (A) 

Q<j oa^ 3a, ^ ^ 

Ciò premesso, la prima delle (1) mostra che —p è il valore, su g, del quo- 
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ziente differenziale dì x rispetto a a, e qui per x si deve intendere scosto-}- 
y sen (o, di guisa che si ha, tenendo presenti le formole (3) e (4), 

p := (pjCos w — gj sen co) cos co -j- {^i cos co -j-^j sen co) sen co , 

cioè 

p=:p^C09^(s)-\-(q^ — ^j) cos co sen co -|-pj sen' co . (5) 

Operando analogamente sulla seconda formola (1) si ottiene 

g=z:gf^cos'co — (p, — p,)coscosenco-|-5'jSen*co . (6) 

In queste due relazioni (formole di Hamilton) si compendiano le proprietà 
fondamentali delle congruenze. Per esse si perviene, mercè relimìnazione di 
co, alla conoscenza del semplicissimo legame esistente fra p e q: 

3. Quando ad co si aggiunge Vt^ si trovano valori p' eq' dip e g, tali che 

p+p=Pi+Pi » q+q=qi+qt • 

La prima eguaglianza conduce (cfr. XI, 23) alla nozione del medio parametro 
distributore l>o=Vi(l'i+2't) della congruenza intorno a g; la seconda mostra 
che su g esiste, alla distanza 9o= Vs(?i + 98) dairorigine, un punto {punto 
medio) rispetto al quale sono simmetrici i punti centrali relativi a due piani 
ortogonali qualunque. Dalle medesime formole (5) e (6) si deduce anche 

p— p'=(|94— p,)cos2co-|-(2'j— gj)sen2co , g'— ^'=(3'4— g,)cos2co— (p^— p^8en2a) , 

e però, posto 

p^ — |),=2/cos2cO(, , g'j — g5=2?sen2co<, , 

si vede che si ha, più generalmente, 

p— p'=2Zcos2(coo — co) , q — gr'=:2;sen2(co^j— co) . (7) 

Un altro invariante è dunque 

Ar^={p^pJ + {q^qf^{p,^p,f+{q^-a^f^ 

ma ad esso possiamo sostituire 

^"^PP+ai^PiPt + qi^t , 

giacché xrrrpo'+Jo'"' ^- 1 *r® invarianti ortogonali testé menzionati si com- 
pongono poi nei discriminanti x — jp^* e ^ — q^ delle forme (5) e (6). 

4. La discussione delle (7) conduce a distinguere, fra le infinite coppie dì 
piani ortogonali passanti per g, quelle che corrispondono ai valori co^ ed 
%+V4^ di co. Per la prima i punti centrali coincidono nel punto medio, ed i 
parametri distributori raggiungono i valori estremi p^àzl. Per la seconda, 
costituita dai piani principali, si ha p=Pf ed i punti centrali diventano i 
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punti limitiy cioè stanno alle estremità del segmento, di lunghezza 22, che 
raccoglie tatti i punti centrali. Quando la figura si riferisce, per esempio, 
alla prima coppia, la formola (6) dà i>=Po — 7co82co, e nelle due direzioni, 
reali o immaginarie, definite da Q0^2tù=p^,l^ sì ha i)=0, cioè g' incontra g. 
I piani corrispondenti a queste direzioni sono i piani focali^ ed ì relativi 
punti centrali {fuochi)^ simmetrici anch'essi rispetto al punto medio, distano 
da questo per VP—p^. Tali circostanze emergono più chiaramente ancora 
d air interpretazione geometrica della relazione trovata fra p e $, la quale sì 
può considerare come Tequazione d'un circolo di raggio {, di centro (Po^So) 
e di potenza x rispetto all'origine. Le proprietà precedenti noi le abbiamo 
già incontrate, per |>o = 0' hAìq congruenze costituite dalle normali ad una 
superficie qualunque, e più oltre si vedrà che solo in tali congruenze, che si 
chiamano congruenise normali, può accadere che il medio parametro distri- 
butore sia nullo. Per esse avviene che i fuochi cadono nei punti limiti, e la 
superficie principale, luogo di tutti i punti limiti, diventa la sviluppata della 
superficie che si considera. 

5. Ora torniamo alle (3) per applicar loro la condizione d'integrabilità, 
che ha sempre la forma 



purché si determinino convenientemente le X. Per l'esistenza di e occorre e 
basta che si abbia 

qualunque siano x ed y. Dunque X^rz:— A?^ , X,=*,, e la condizione (8) di- 
venta 



mentre la relazione (9) si riduce a 

Similmente, se si applica la condizione (10) alle funzioni x ed y, sulla gene- 
ratrice, si ottiene 

|i-|? + r, = A,(2. -g,)-A.(p«-p,) , (S) 

ed è facile assicurarsi mediante l'eguaglianza (2) che queste formolo non 
sono vincolate alla scelta dell'origine. Considerando poi i eoefficienti di a: o 
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di y, rispettivamente , nella condizione (10) applicata ad y o ad d;, si trof a 

Le ultime quattro relazioni sono, per cosi dire, le formale di Codazzi nella 
teoria delle congruenze, e debbono effettiyamente ridursi alle tre note for- 
molo (XI, 9) di Codazzi quando la congruenza è costituita dalle normali ad 
una superficie. Del resto, se si esegue la rappresentazione sferica della con- 
gruenza, se cioè {cfr, XI, 16) si considerano i raggi paralleli alle rette della 
congruenza in una sfera di raggio 1, è facile vedere, sia scrivendo la condi- 
zione d' integrabilità e paragonandola alla (10), sia trasformando le (3) nelle 
condizioni d'immobilità relative alla superficie sferica (ed osservando che 
g%>^ = ©fe, = 1 , ^ = 0), che §, = *g , ^, = ^4 . Interpretate cosi le *, se inol- 
tre si osserva che 

si vede subito che la (3) è appunto la fovmola di Gauss relativa alla sfera, 
mentre le altre due formolo di Codazzi sono identicamente soddisfatte. 

6. Per dare evidenza maggiore all'accennata riduzione, che qui voglia- 
mo eseguire, noi ora sostituiremo ai quozienti differenziali :r- altri quozien- 
te* 

ti , determinati dalle relazioni 

ed alle h altre quantità, definite nel seguente modo : 

La trasformazione delle formolo (1) e (8) non presenta difficoltà. Combi- 
nando convenientemente le relazioni trasformate si giunge alle formolo 

poi la (3), quando si tengano presenti (1) e (8), si trasforma facilmente in 

Ciò premesso, se si pone 
osservando che 
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le precedenti relazioni acqaistaDo la forma defiaitiYa: 

-l^--977 + (^«-^«)^«+(^«-^«)^« (11) 

-^ + ||- + <^! + ^I = ('^.^. + 'S.15.)(<i.r,_§,r,-l). 

Introducendo poi la nuova segnatura anche nelle formolo (3), queste di- 
ventano 

^=q,x-%z , ^ = m,z-q,a>-l , (12) 

"òjì oz 

e possono servire a riconoscere il significato geometrico delle nuove variabili. 

7. Come si caratterizzano le congruenze normali? Affinchè le rette d*una 
congruenza siano tutte normali ad una superficie è necessario e sufficiente 
che per un punto (almeno) della generatrice (a;r=0,y = 0) si abbia ^0z=O, 
cioè, ricordando la (4), 

(^ + »-.)co3co + (^^ + r.)sena.=0 , 

qualunque sia co. E dunque necessaria e sufficiente l'esistenza d*una funzione 
jsf che ammetta per quozienti differenziali — r^ e -^r^, per la qual cosa oc- 
corre, in virtù della (10), e basta che sì abbia 

cioè, per la (O), che sia nullo il medio parametro distributore, o, ciò che vale 
Io stesso, che i piani focali siano perpendicolari , o pure che i fuochi cadano 
nei punti limiti. Ciò permette di prendere ^,=: — ^j=*S, e così le formolo 
(12), quando inoltre si scelga Torigine sulla superficie, diventano le note for- 
mole fondamentali per l'analisi intrinseca delle superficie, mentre le (11) si 
riducono finalmente alle formolo di Codazzi. 

8. Terminiamo con una sola applicazione delle formolo (3) alla determi- 
nazione delle superficie inviluppate dai piani perpendicolari alle rette della 
congruenza. Derivando l'equazione ^ = si ottengono subito, mediante le 
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(3), le coordinate ii?=fa ,y=— r^ del punto di contatto del piano b col pro- 
prio inviluppo; poi le medesime formole, applicate a questo punto, fanno co- 
noscere, per ogni co, la direzione d*una tangente, definita nel piano ^ da co- 
seni a e p proporzionali a 

P^cosco — Q^seneo , Q^ cos co -|-P, sento , 

ponendo per brevità 

Bisogna poi notare che, in virtù della (O), si può prendere P4 = — P,= P. 
Ciò premesso, sia 

a=X(Pcosco — QjSenco) , p = X(Q4Cosco — Psenco) , 

e conseguentemente 

Q,p-P« P^-Q,a 

La curvatura della sezione normale determinata dall'angolo co è \^\d(j^ e 
però si esprime, in virtù delle (3), nel seguente modo : 

S^==:X(pcosco — asenco)==--l— — - — ^^^ . 

QiQt P 

Quindi, adoperando la solita segnatura. 

La curvatura totale (SRp^S'fe,— "S*) è dunque inversa di Q^Qj — P*, ed il 
rapporto della curvatura media alla curvatura totale è la metà di Qi 4~ Qi ? 
cioè di 

2«o-(^+*.)r.-(^-^)r.. (13) 

Notevole è il caso delle congruenee isotrope, per le quali jp è costante su cia- 
scuna generatrice. Allora, in virtù di (6), anche q ha un valore costante in 
ciascun punto di g, e le formole (1) e (8) danno 

(^P .'ài _ ^ ìip 'ài _^ 

Quindi, se si tien presente la (10), T espressione (13) si cambia nel primo 
membro deirequazione 

[(è;+*.)è;+(5^.-*')è;+=]-« 

la quale caratterizza dunque le inviluppate a curvatura media nulla. D'altra 
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parte, se i precedenti valori di r^ ed r, si portano nella (O), questa diventa 

[(j^+*<)4+(4-*')j^+'>"°- 

Dunque si ottengono infiniti elassoidi prendendo q proporzionale a p, ed in 
particolare, per 2 = 0, si perviene al seguente teorema diSibaucour: la 
inviluppata media d'una congruenza isotropa è un elassoide. 



XV. GLI SPAZII A TRE DIMENSIONI. 



1. Consideriamo una funzione continua dei punti d*uno spazio a tre di- 
mensioni , cioè una variabile u che prenda un valore prescritto in ciascun 
posto M d'un sistema triplamente infinito di punti, e varii infinitamente 
poco quando M passa ad occupare una posizione infinitamente prossima M'. 
Imporre ad u un valore costante equivale a staccare dalla tripla infinità di 
punti un'infinità doppia, cioè una superficie; e cambiare il valore stesso 
significa passare da una superficie ad un'altra. È dunque chiaro che in ogni 
funzione reale dei punti d' uno spazio sta la rappresentazione analitica d'un 
sistema semplicemente infinito di superficie. Il rapporto ad MM' della va- 
riazione che la funzione subisce quando il punto va da M ad M' è il quo^ 
isiente differenziale relativo alla direzione MM'; ed è facile (c/r. Vili, 2) 
vedere che, noti i quozienti differenziali in tre direzioni, perpendicolari fra 
loro due a due, il quoziente relativo alla direzione definita dai coseni a,^,Y 
risulta dall' operazione 



e però, se si pone 



si ha 



ds ""**()«, "^^3*8 "'"'^"D^ 



-(0+a;+(^)' . 



-- = |/Aw.cos6 , 
ds 



chiamando 6 l' angolo che la direzione variabile considerata fa con la di- 
rezione fissa, definita dai coseni 

\ 'òu \ iu \ ìiu 



J/Au ^^1 ' l/Aw ^*» ' V^u ^*8 ' 



(1) 



Questa è dunque sempre la direzione secondo la quale u tende a variare più 

27 
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rapidamente y ed il valore del quoziente differenziale in tale direzione è ap- 
punto y^u. Invece, se si fa 0==0, si vede che u tende a rimanere costante 
lungo le infinite perpendicolari condotte per M alla direzione (1). In altri 
termini per ogni punto M passa un piano, caratterizzato dalla proprietà che 
la variazione di u^ quando M si sposta infinitamente poco in esso, sono in- 
finitesime d* un ordine superiore al primo rispetto alla grandezza dello spo- 
stamento di M. D'altra parte, se M percorre una linea qualunque della 
superficie appartenente al sistema definito dalla funzione u , questa rimane 
costante , e tale deve rimanere anche, a prescindere da infinitesimi supe- 
riori, quando M si sposta invece, infinitamente poco, lungo la tangente alla 
linea stessa, giacché, trascurate le quantità che sono infinitesime d'un or- 
dine superiore rispetto all'arco percorso, la linea si può confondere con la 
sua tangente. Dunque la tangente alla linea appartiene necessariamente al 
piano precedentemente trovato, vale a dire che le tangenti a tutte le linee 
che passano per M sulla superficie stanno in un piano, purché non siano 
tutti nulli i quozienti differenziali (1). Ed ora possiamo aggiungere che i co- 
seni (1) sono appunto quelli che definiscono la direzione della normale alla 
superficie nel punto M. 

2. Su ire famiglie di superficie, definite dalle funzioni fn^s^ffs) si può 
fondare un sistema di coordinate curvilinee, seguendo le cose dette nel § 7 
deir ottavo capitolo. Allora per ogni punto M dello spazio passa una su- 
perfide q^, luogo dei punti nei quali il parametro q^ conserva il valore che 
ha in M. Le superficie qt^q^^qs, che passano per M, si tagliano secpndo 
tre linee (linee coordinate); e si chiama linea q^ quella lungo la quale varia 
il solo parametro g^. Noi supporremo sempre che in ogni punto le superficie 
(e per conseguenza le linee) coordinate siano due a due perpendicolari fra 
loro, ed assumeremo come assi le tangenti M^|,M^,,M:r3 alle linee stesse. 
Ora, rappresentate con x^^x^^x^ le coordinate d*un punto fisso dello spa- 
zio, vogliamo scrivere le condizioni d'immobilità rispetto al detto triedro, 
considerato successivamente come triedro fondamentale delle tre superficie 
coordinate. Prima supponiamo definite le funzioni Q, che intervengono nel- 
l'espressione del quadrato dell'arco elementare 

rf*«=Q,«rfg,« + Q,Vg,' + Q3«rf(73« , (2) 

e poniamo 

indichiamo poi con ijk una disposizione pari degli indici 123, e consideria- 
mo una delle tre superficie, per esempio q^,. Su questa le linee q^ e q^ sono q^ 
e g^, e le curvature indicate con (^^ e (p^ nella teoria delle superficie (XI, 6) 
sono (^ e (^ . Eappresentiamo ancora con Sfe/^, Sfl^j^ e ^^ le quantità 
g^ii 2^9| e %, relative alla superficie considerata, e scriviamo le condì- 
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zioni d'immobilità (XI, 9) del punto {x=Xi,y=Xj,z=x^): 

J J ■ ■ J 

Ciò premesso, se scriviamo la prima coppia di formolo per la superficie g^, 
e la seconda per q^^ lasciando intatta la terza, otteniamo 

quindi <5,==^^= — ^^ qualunque siano i,^', Z;, e per conseguenza 

<S,=0 , ^^, = , <53=0. (4) 

Inoltre, per qualunque coppia di valori di i e j, 

2%y=-<|y. (5) 

Le (4) ci dicono immediatamente che, in ogni sistema triplo ortogonale, qua* 
ìunque superficie è tagliata dalle superficie delle altre famiglie secondo le 
linee di curvatura. E questo un importante teorema di Bupin, Quanto 
alle (6), esse esprimono un fatto evidente, cioè Teguaglianza, a prescindere 
dal segno, fra la curvatura normale della linea g^, considerata come ap-^ 
partenente alla superfìcie q^ e la curvatura geodetica della medesima linea 
sulla superficie g^ • ^^ segue che le sei funzioni (^ , le sole che continue- 
ranno a comparire nei nostri calcoli , rappresentano appunto > cambiate dì 
segno, le curvature principali delle tre superfìcie coordinate. Finalmente le 
formolo precedenti assumono la forma definitiva 

• 13 



3^8 



= -^3i«^i- ^3.^.-1 , -vT=§.i^« » 1C-*=§|«^1 



Son queste le condizioni necessarie e sufficienti per l'immobilità del punto 
definito dalle coordinate Xj , x, , x, . 

3. Applicando alle funzioni x la condizione d* integrabilità, relativa 
alla superficie q^, cioè 

8i trovano sei relazioni diiferenziali fra le ^, note col nome di f or mole 
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di Lamé; ma queste relazioni si possono anche ottenere senza calcoli scri- 
vendo le formole di Codazzi relative alle tre superficie coordinate. Cosi, per 
esempio, la formola di Gauss 

* » 

quando vi si fa ^=0 evi si cambiano §i,^,,^i,2!^, rispettivamente 
in ^,,.<i,^,-%,,-9,», diventa 

^i + ^Ji+q' +(2* +© <a =0 , 

e dà luogo ad una prima terna di relazioni. Similmente le formole 
diventano 

ma queste si riducono ad una terna sola , perchè si ha , in virtù di (3) , 

3^„ ^ J _ / yiogQ, aiogQ, aiogQA ^ 

^Sj QiQj\ ^qi^qj ^qt ^qj / ' 



cioè 






e consegaentemente 



^''+(%-%)%,-=^i^+(.^»-%nij • (8) 



Danque le forinole di Lamé sono 

iti >lc> 



^^f+ V+^"+^" + ^«'^3.=0 



3 1 

^• + ^ + <2* +(2* +<2 & =0 
< ^^-K<^«-<Ì3.)^.3 = ovvero | ^^4-((5„_(|„)<5,. = 
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e stabiliscono, come si vede, un vincolo necessario fra le curvature prìncipaii 
delle superficie coordinate e le loro variazioni, ^oì possiamo anche conside- 
rarle come equazioni alle derivate parziali del secondo ordine , cui debbono 
soddisfare le funzioni Q, giacché si trasformano facilmente, mediante la for- 
inola (3), in 



/ 






7)q 

7) 



aQ,3Q,^Q 



/" l ?i'U A /'i ^3\ , J_ 30? 30. ^ 

Mt \Q, 32,/ "^ "3?, \Q, HgJ "^ Q3* 323 3<?a 

yQ, _ 1 <)Q, aO, 1 ()Q, 9Q, 
32,3g'3~'Q, òq, ì^q^ Q3 Sj, 3g, ' 

3«Q, _ 1 3Q,<>Q, , 1 30, 3Q, 



(9) 



3 



Ò'Q, 1 9Q3()Q, , 1 dQ3()Q, 

r 7q 



3^1 3S^, Qi ^qi 'àq^ Q, 3^, J)^! * 

4. Mentre nel piano una coppia di direzioni ortogonali, definita per ogni 
punto, si può sempre considerare come quella delle tangenti, in questo pun- 
to, alle due linee d'un sistema doppio ortogonale, nello spazio inyece non ha 
luogo V analoga proprietà per una terna ortogonale^ pure definita in ogni 
punto. Questo notevole fatto risulterà dalle condizioni restrittive , che noi 
presto scopriremo indagando se la terna definita dagli elementi del deter- 
minante ortogonale 



ft. 



a. 



a 



a 



Pi Yi 
P, Y, 

Pa Ya 



= 1 



rispetto alla terna variabile delle tangenti alle linee d^un sistema triplo 
ortogonale, può essere quella delle tangenti alle linee d'un altro sistema tri- 
plo ortogonale. Siferito lo spazio al nuovo sistema, esprimiamo che le condi- 
zioni d'immobilità del punto (x^^x^^x^ debbono essere soddisfatte dalle 
nuove coordinate 

avvertendo che le formolo 



3s; 



3 , . a 



+•^^91: • 



(10) 



per 1 = 1,2,3, son quelle che somministrano i quozienti differenziali rela- 
tivi ai nuovi assi. Affinchè siano soddisfatte le condizioni (6) occorre intanto 
che si abbia identicamente 



i 



a*. 



%.-) 



'^=<iL-' 



Ds 



* I 



cioè, considerando per ora soltanto la prima eguaglianza, 
Questa si scinde nelle tre 



(12) 



(13) 



J 
■r 

le quali, moltiplicate per a^ ,?j,'(j> e sommate, danno 

ponendo 

ed osservando che nel determinante ortogonale 

a,, p^ Yi =1 

«i P/ Yi 

ciascun elemento è uguale al proprio complemento algebrico. Similmente 
dalle tre relazioni analoghe alle (12), in cui si scinde la seconda uguaglian- 
za (UX si deduce 

+ Y*(e,3+P,^31-ai<Ì3,) . (14) 

È poi facile verificare che, soddisfatte le (11), si ha pure i denticamente 



^* Pa y* 



g^'=-^>;-c-;-i > 



sono cioè soddisfatte tutte le condizioni (6) anche nel nuovo sistema. Ciò 
premesso, Teliminazione delle ^ fra le (12) o fra le relazioni analoghe con- 
duce in ogni caso alla terna di condizioni 

«<8,,+ p,e,,+Y,e^=((5,,-(|3,)p,Y,+ (^3t-^*.)Y,a^+(§i3-^*8)«iP« • (15) 
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5. Queste condizioni provengono dalla necessità di orientare le nttove 
terne di assi in modo che sussista il teorema di Ihtpin anche nel nuovo 
sistema. Infatti, se sì applicano le formolo fondamentali alla direzione 
(o<i ^i<T<)> si trova che alle (12) si può dar là forma 

„ a' _^"< ad' _^P< „(?' _^< 



()s 



U 



u 



ed è chiaro che ogni relazione ottenuta eliminando ^^ fra queste ugua- 
glianze è necessariamente contenuta in (15). Ora, sommando le predette u« 
guaglianze, dopo averle moltiplicate rispettivamente per oe;t'^Jk>Tjtf sì ottie- 
ne la relazione 






che si deve dunque considerare come una nuova forma della (15). Intanto 
questa relazione, scritta nel seguente modo 



»i a, 






= 0, 



esprime appunto (cfr. IX, form, 19) che Tasse x\ genera una sviluppabile 
quando Torigine tende a spostarsi lungo Tasse Xj. È dunque vero che la 
condizione (15) chiude in sé quanto basta ed occorre per la conservazione del 
teorema di Dupin. 

6. Torniamo alle (15) per cercare di dedurne una relazione unica, alla 
quale debba isolatamente soddisfare ciascuna terna di coseni. Prima osser- 
viamo che, essendo 



2 3flc^ 



Pi P; 



Y< Ya 



hi 
3*« 



al primo membro di (15) si può dar la forma 



OCj ^4 ^* 



*3^ 



da 



<>»* 



+ P.>r+Yr:r:^ 



ft p 



1 



r. T* «,è-*+p,è^+T.-^* 



'ìis. 






3^3 

ap* 



3*a 
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Ne segue che, se si rappresenta con Fj^(a,^,Y) la forma quadratica 



oc oc, 



p p. 






Y T» a 









a 



+2(^«-^3i)Pt, 



fc ferne aoPt»Yi ^^ «j>Pì>Yì sono U due soluzioni del sistema 

vale a dire che le terne stesse definiscono le direzioni di quelle generatrici 
del cono quadrico F;^==0, che stanno nel piano perpendicolare alla direzione 
(<**fP*»T*)« Qui si noti che le due direzioni debbono risultare fra loro per- 
pendicolari, e però la forma F^^ non è qualunque, ma deve per a=aj^,p = Pj^, 
Y=Y» ridursi (come è facile vedere) alla somma dei coefficienti dei termini 
quadrati, vale a dire che dev'essere 



cioè 






ma questa condizione è soddisfatta identicamente, come si riconosce subito 
osservando che, se t« è la funzione che definisce il sistema delle superficie 
normali alle direzioni (a^^ , ^,, , Y;k)t si ^^ 



«*= 



1 lu 



P*= 



1 du 



|/Au ^^i * |/Ai7 ^*t ' 



T*= 



1 Hu 



Fin qui non si è tenuto conto della terza condizione (15), alla quale si può 
dare Tuna o Taltra delle forme 

Se in una di queste relazioni si sostituiscono i valori di o(oPoT< o ^iiP/^T^i 
che il sistema precedentemente considerato fornisce in funzione dei coseni 
<Xj^,p;t,YA e delle loro prime derivate, si giunge ad una relazione non identica 
fra questi coseni e le loro derivate prime e seconde, la quale relazione deve 
essere evidentemente soddisfatta anche dalle altre due terne di coseni. Se 
poi per oc;^>P;t,YA si pongono i valori testé scritti in funzione di u, si ottiene 
la relazione di Benne t, cioè mvl equazione alle derivate parziali terze di u, 
necessaria e sufficiente perchè u definisca un sistema di superficie, apparte- 
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nenie ad un sistema triplo ortogonale. Adunque, mentre ogni semplice infi- 
nità di curve piane costituisce con le sue trajettorie ortogonali un doppio si- 
stema dì curve, ben raramente avviene, nello spazio a tre dimensioni, che 
un sistema dì superficie faccia parte d'un triplo sistema ortogonale. Ciò si 
spiega sempre col teorema di Dupin, giacché, dato un sistema di superficie, 
è ben difficile che le sue linee di curvatura si lascino associare in modo da 
costituire altri due sistemi di superficie, ortogonali a quelle del sistema 
dato. Invece qualunque superficie appartiene ad un sistema triplo ortogo- 
nale, perchè basta, per esempio, associare ad essa le infinite superficie pa- 
rallele (XI, 27), e costituire gli altri due sistemi con le sviluppabili delle 
comuni normali lungo le linee di curvatura. In altri termini ogni sistema di 
superficie parallele fa parte d'un triplo sistema ortogonale, È anche facile 
vedere che qualunqtie sistema di piani o di sfere appartiene ad un sistema 
triplo ortogonale, e ciò si deve appunto (XI, 2) alla completa libertà di cui 
si gode nella scelta delle linee di curvatura sul piano e sulla sfera. 

7. Per calcolare il parametro differenziale secondo noi avremo 
bisogno di considerare la somma Cp^ delle ^ che hanno il secondo indice 
uguale ad i, cioè 

9«=^/. + ^«=^IogQ,Q». (16) 

Se si osserva che dal sistema 

Da^ òp,. Ty^i 

si trae 

jj- — ^A ^iv — ^i ^*v » ^y"""^*^^* •^•^^*^ ' "57 — Ya^ìv^Yì^av > 

le formolo (13) e (14), sommate, danno 



Ciò premesso, ripetendo l'operazione (10) si ottiene 



4 



(«'3^+p'D^+^'W3j;+l«'-3i;+p'3;;+^'Wa^+ 



28 
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poi 

e finalmente 

2(^,+?;)-^=s(|;+%)|-- 

Cosi Tiene in evidenza la proprietà invariantiva dell'operazione 
alla quale si può anche, per la (16), dar la forma 

,__ 1 r a (Qfi, a \ a /Q3Q, ay a /q,q, a \i 

indicata da Lamé. 

8. Le relazioni (9) ci avvertono che lo spazio fin qui considerato, e nel 
quale abbiamo precedentemente studiate le curve e le superficie, non è il 
più generale spazio a tre dimensioni che si possa immaginare. Noi concepia- 
mo infatti lo spazio come un sistema triplamente infinito di punti, ciascuno 
dei quali sia individuato da una terna di valori attribuiti ai parametri 
9^1 » 3t 9 $3 ) 6 sì^ vincolato ai punti infinitamente vicini dalla condizione di a- 
yere da essi una distanza espressa mediante la formola (2) per una data 
terna arbitraria di funzioni Q. Le relazioni trovate fra le Q sono dunque 
indizio manifesto d'una particolarizzazione dello spazio, e questa è avve- 
nuta di fatto in seguito all'ipotesi da noi tacitamente introdotta che nello 
spazio considerato sia lecito impiantare il sistema delle coordinate carte- 
siane, e per conseguenza esistano tre funzioni x^^x^^x^ di Qi^q^y^zy tali 
che l'espressione (2) sia riducibile alla forma 

ds'=zdx^^'{-dx^'\'dx^ . (17) 

È del resto facile ritrovare con procedimento diretto le formolo di Lamé co- 
me necessarie e sufficienti per la possibilità di tale riduzione. Qui conviene 
rammentare che già nel piano noi ci eravamo imbattuti (Vili, 10) in una 
relazione fra le curvature delle linee di qualunque doppio sistema ortogona- 
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le , relazione esprìmente appunto la possibilità di ridurre il quadrato del* 
l'arco elementare alla forma dx^-\-dx^^ mentre sulle superficie curve nes- 
sun legame necessario intercede tra le funzioni Q. Lo spazio da noi studiato, 
e che d'ora innanzi distingueremo dagli altri chiamandolo lineare^ rappre* 
senta dunque fra tutti i possibili spazii a tre dimensioni quello che il piano 
è fra le superfìcie curve, e però noi chiameremo curvi gli spazii non lineari, 
riservandoci di precisare, in seguito, il concetto di curvatura. 

9. Come per lo studio delle linee e delle superfìcie curve noi abbiamo 
riferito lo spazio che le contiene ad un sistema cartesiano , cosi ci sarà utile 
supporre che la tripla infinità di punti, definiti dalle terne {q^ ^Qt^Q^ ^^ o^' 
dinati secondo la legge (2), faccia parte d'una quadrupla infinità lineare di 
punti, 0, come si suol dire, sia immersa in uno spazio lineare a quattro di- 
mensioni. Immaginiamo dunque un sistema quattro volte infinito di punti, 
ciascuno dei quali sia individuato da una quaterna di valori attribuiti ai 
parametri Sd^ii^si?^, e sia vincolato ai punti infinitamente vicini dalla 
condizione di avere da essi una distanza, il cui quadrato sia espresso dal*- 

la forma Qi*dg'i'+ + Q4'^4'i supposta trasformabile linearmente in 

c7a;|*4' + dx*. Questa si riduce alla (17) quando una x si mantiene co-* 

stante, e poiché ogni trasformazione lineare ortogonale, eseguita sulle x^ la- 
scia inalterata la forma stessa, possiamo più generalmente affermare che in 
uno spazio lineare a quattro dimensioni ogni equazione lineare fra le coor^ 
dinate cartesiane, relative ad assi immobili, rappresenta uno spazio lineare 
a tre dimensioni. Cosi vien giustificata la denominazione di spazio lineare 
e si trova in pari tempo il modo di trasportare rapidamente a tali spazii 
la terminologia geometrica ed i principii fondamentali dell' ordinaria Oeo- 
metria analitica della retta e del piano. Lasciamo al lettore la cura di fa- 
miliarizzarsi con tale estensione, e di ripetere qui le considerazioni del § 1, 
per vedere come, obbligando una funzione u delle coordinate dei punti 
d'uno spazio lineare a quattro dimensioni a conservare un dato valore, si 
riesca a staccare dallo spazio stesso uno spazio (generalmente curvo) a tre 
dimensioni, che in ogni punto M ammette una retta normale nella direzione 
della più rapida variazione di u^ed uno spazio lineare tangente a tre di- 
mensioni, determinato dalle rette secondo le quali la variazione di u è infi- 
nitesima d'un ordine superiore rispetto allo spostamento di M. 

10. Consideriamo un punto che si sposta in uno spazio lineare a quattro 
dimensioni lungo una curva, e siano M',M",.... le posizioni che successiva- 
mente va occupando , ad intervalli infinitesimi , partendo da una posizione 
arbitraria M. La tangente alla curva, in M, si definisce sempre come limite 
della retta MM', quando M' tende ad M , e noi diremo brevemente che Te-* 
lomento lineare MM' determina la tangente, sottintendendo il passaggio 
^1 limite ogni volta che impiegheremo locuzioni analoghe. Cosi potremo su- 
bito dire che dw elementi successivi, MM' ed MM", determinano il piano 
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osculatore, come tre elementi determinano Io spazio lineare osculatore^ che 
in generale varia da un punto air altro della curva. La perpendicolare con- 
dotta per M allo spazio osculatore si può ben chiamare trinormaleyin quan- 
to è perpendicolare a tre tangenti infinitamente vicine. Essa appartiene al 
piano binormale, luogo delle infinite ime^rmaZi, o perpendicolari condotte 
per M a due elementi successivi, come il piane binormale appartiene allo 
spaeio normale^, in cui stanno tutte le normalij in numero doppiamente in- 
finito, condotte per M alla tangente. La perpendicolare elevata per M alla 
trinormale nel piano binormale è la binormale principale, e la perpendico- 
lare al piano binormale , elevata per M nello spazio normale , è la normale 
principale. Si costituisce cosi la quaterna fondamentale della curva : tan- 
gente, trinormale, binormale principale, normale principale. Se queste rette, 
perpendicolari fra loro due a due, si prendono come assi, e se rispetto ad 
esse le coordinate cartesiane d'un punto fisso si rappresentano ordinata- 
mente con x\yx\yx\yx\ si vedrà nel capitolo seguente che le condizioni 
necessarie e sufficienti per T immobilità del punto sono 

dx\ x' dx\ a\ dx\ x x\ dx x\ x\ 

ds p ^ ds "o ^ ds r ^ ^ ds p r ' ^ 

dove ^ è, come p ed r, un raggio di curvatura, che saremo condotti a con- 
siderare per misurare la tendenza che ha il punto M, nel percorrere la cur- 
va, ad allontanarsi più o meno rapidamente dallo spazio osculatore. 

11. Prendiamo una linea in uno spazio curvo, la cui normale in M sia 
determinata nello spazio normale, rispetto agli assi x\,x\,x\ dai coseni 
direttori «4,^, jYj. Altre due rette, perpendicolari fra loro ed alla prima, 
siano determinate nel detto spazio normale dai coseni ^d ^s^Tt ^^ ^sfPs^Ts» 
in guisa che si abbia 

«1 Pi Ti = 1 . (19) 

«i P« Y, 

«3 Pa Ys 

Bispetto alla tangente ed alle tre normali testé definite le coordinate del 
punto fisso sono x^^ = x\ e 

x = a^x\+^^x\+r^x , a?,=:a3a7', + p3ir'g + Y3«' » x^=:a^x\ + p^x\+Xt^' . 
Ciò premesso, le condizioni (18) si trasformano agevolmente nelle seguenti 

(20) 
in cui si è posto 

P P P 



ed anche 



r x. 



— £• 
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_«. i_r. 



r ^ 






Dalle forinole (20) si ricade naturalmente sulle note (XI, 3) condizioni d*im- 
mobilità, relative alle superficie, supponendo nulla la terza curvatura, nel 
qual caso il determinante (19) diventa 

sen 4^ CCS ^^ 

cos 4^ — sen ^ 

— 1 

e ^1 ,^3 > ^2 sono costantemente uguali a zero. 

12. Ora immaginiamo altre curve, tangenti in M agli assi x^ ed a;, , e 
distinguiamo con un indice i tutto ciò che riguarda la curva tangente ad 
Mor^. Le formolo (20) danno luogo alle seguenti relazioni: 

UOO uCO 



(A) 



9*, 



Qn(* l 

= ^„ X, - g%.,3-, _ <S„a;3 » = _ (|,, <r, + gJfe.a - <|„<r3 - 1 (B) 



df. 



"ÒCG 'ÒOS 

3 3 

(C)(^=^,.«'3+^3.^-^33«'. , ^=<P,3«',-'S.3a» + <S„<r,)(Cr) 
3 1 

U«l? 'ÒOG 

Da queste risulta subito che, per a;=a;|=a?j=a;3=0, i quozienti diffe- 
renziali 



3 



Vx Vx ò^x 3V 



d^x 



yx 



ò^x 



3«a? 



a«a? 



prendono i valori 

sn^, , 0i9, , m, ; «,3 , «31 . «i, ; - «3. 1 -«13 » -«,1 , 

e che i valori analoghi per le funzioni x^,x^, x^ sono, rispettivamente^ 

,-§.., -^3, ; ~««, , §„; «33,^13,0 , 
- ^i, , , -<|3, ; §i3 , -«3. . ; ,«,,,§,., 
-§i3,-§t3, ; , ^3, , -«li ; <?3« . ,«„. 



Ora la nota condizione 



35,3*^. 



S' _31ogQ^ D DlogQ^ 3 



3*^35| 



3*/ 3*, 



3*^ 3* 






(21) 



applicata alla funzione a?, dà immediatamente ^</ + ^yi=0, e però pos- 
siamo porre 

Applicata invece alle funzioni x^,x^,x^ la stessa condizione ci dice che le 
§y sono ancora espresse dalla formola (3), ed inoltre si hanno le ugua- 
glianze *^« = 0, nelle quali sta il teorema di Dupin. Dopo ciò le condizioni 
d'immobilità si possono porre sotto la loro forma definitiva. Le (B) restano 
inalterate, le (A) diventano 

/ ^^ ^ 

= T^or,^Sn£>^x^ + T,x^ 



— ^i^i + T3^« + T,a?3 , 









mentre le (C) e le (C) si riducono alla forma semplicissima 



Si noti che alle (A) si può anche dare la forma 
Sa? 13* ^^ __ ^ ^ 



3*3 



05 



= ^3t^3-T,a:. 



3 



3*4 



2 3a?j ' 3*, 



3a? 
37 



3 



1^ 

2" 3^3 * 



(22) 



rappresentando con <I> la forma quadratica definita dal discriminante 



K = 



0l£>. 



— T 



3 



T T 

che ha una grande importanza nello studio della curvatura. Presto vedremo 
che K si può esprimere mediante le sole curvature ^. All'uopo ci converrà 
fare uso del determinante reciproco, i cui elementi rappresenteremo nel se- 
guente modo : 

KM = g^3^^i-Tj , K3, = K,3 = é)l9.T, + T3T, , 

13. Prima di andare oltre approfittiamo dei risultati precedenti per 
mostrare come si estenda il teorema di Eulero (XI, 10) agli spazii di tre di- 
mensioni. La curvatura della sezione normale piana, la cui tangente è dcter- 
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mioata, nello spazio lineare tangente, dai coseni direttori a,p,Y, è sempre 
misurata da ^ per x=x^:=x^-=x^=Q, essendo 



3r=«Tr + Pii:r + YsT- • 



ds 



Essa è dunque data da 



()*l ò*. 



^s 



3 



per a;=a?| = a?,=a:3 = 0, cioè 

l=:<D(a,p,Y). 

P 

La discussione di questa formola dà risultati completamente analoghi a 
quelli della teoria delle superficie, ed in particolare conduce a considerare 
tre curvature principali^ corrispondenti agli assi del cono quadrico 4^ = 0, 
luogo delle tangenti alle infinite assintotiche, reali o immaginarie, che pas- 
sano per ogni punto. Il prodotto delle curvature principali è appunto E, 
e può servire a misurare la curvatura totale, mentre gli invarianti ortogonali 

73(^1 + ^, + ^3) , V8(Ku+K„ + K33) 

misurano piuttosto due curvature medie dello spazio, intorno al punto consi- 
derato. Se si vuole che la normale allo spazio generi una sviluppabile, si ò 
condotti ad esprimere, osservando le (22), che i maggiori determinanti della 
matrice 




1 



()♦ J)* 9* 

3à àp 3r 

p 





a 







Y 




son tutti nulli, vale a dire che si ha 



3* 



e si trovano cosi gli assi di <I>. I sistemi di curvatura sono dunque caratte- 
rizzati dal costante annullarsi di T^ , T, , T3. Per essi le relazioni (A) , (C) e 
(C) si riducono alla forma oltremodo semplice 



'òx 



= «-Sffe^a;^ 






14. Bitorniamo alla condizione (21), che possiamo prendere ora sotto la 
forma (7), ed applichiamola alla funzione x : 
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Mediante le condizioni d* immobilità questa eguaglianza si riduce ad 
relazione lineare fra le x^ che per Tarbitrarietà di queste variabili dà 
gine ai seguenti gruppi di formolo : 






) 



■ 

3 d 

3 1 



(P'I 



Similmente, se si applica la condizione (7) alla variabile Xi , si ottengono le 
formolo seguenti : 



(Y) 



^^" + ^^+§;+C+^«^3i = -K, 



3j? 



3 



3 1 

<)5, ^ 3*, ^ v,i -r v„ -r ViaV,3 



33 



^^'*+(<l«-<l.,)§« = ^ + (^u-<Ì«)^.3 = K„ 



(») 



d5, 

3^, 



3^, 



3,^ +(<Ì,.-<5.,)9,3=-5^ + (<Ì«-^«)^« = K 



31 



^^'* + (^„-<Ìu)<?3.= -.^ + (^3.-<?n)^« = K„. 



Qui si noti che, mercè le (y) e (9), /a curvatura totale si può esimere nelle 



sole % perchè si ha 
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1 


*^ii ^it 


K.3 


^21 Kg, 


K„ 


^31 K3J 


K,3 



cioè, ricordando Tosservazione fatta in fine del § 3, E è funzione soltanto 
delle Q e delle loro derivate parziali prime e seconde. Quando poi si applica 
la condizione (7) a qualunque altra a;, si ricade sulle formolo già ottenute. 
Intanto le formolo (a) si riducono a due sole distinte, e le (d) costituiscono, 
in sostanza, una terna sola, in virtù dell* identità (8). Si hanno dunque in 
tutto quattordici formolo, che per lo studio degli spazii curvi a tre dimen- 
sioni, immersi in uno spazio lineare a quattro dimensioni, prendono il posto 
tenuto dalle tre formolo di Codazzi nello studio delle superficie. 

15. Consideriamo, per esempio, uno spazio sferico, cioè il luogo dei punti 
che in uno spazio lineare a quattro dimensioni distano egualmente da un 
punto fisso. Le coordinate di questo punto debbono costantemente soddisfare 
alla relazione 

ed alle condizioni d* immobilità. Ne segue, differenziando successivamente la 
relazione stessa rispetto ai tre archi coordinati, che si ha x{=x^=x^=0 e 
conseguentemente x=lS,. Portando questi risultati nelle condizioni d'immo- 
bilità si trova che dev'essere 

poi si vede che le formolo (a), 0) e (^') sono identicamente soddisfatte, di- 
modoché restano soltanto le condizioni (y) e (^), nelle quali 

Kn = K2»=K3a=^, , Kj3^K34=K4,=0 . (23) 

Le sei relazioni cosi ottenute caratterizzano dunque gli spazii sferici. Esse 
sono dovute a Beltrami, e diventano, per B crescente all'infinito, le sei 
relazioni di Lamé (/orm. 9) caratteristiche dello spazio lineare. Natural- 
mente in uno spazio sferico non è possibile impiantare il sistema delle coor- 
dinate cartesiane, ma vi si può sempre stabilire un sistema di coordinate 
curvilinee, in cui la terna di funzioni Q si riduce, come nel sistema carte- 
siano, ad una funzione unica Q. Affinchè ciò avvenga occorre e basta che 
siano soddisfatte le condizioni (23) quando per le E si pongono i valori ri- 
cavati dalle formolo (y) e (^), cioè 

Un facile calcolo d'integrazione condace a prendere 

1-11 gi'+g,'+g,' 

Q"~ "^ 4R* ' 29 
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e si giange cosi ad un sistema di coordinate, in cai l'arco elementare è dato 
dalla formola 

(l + ili (2.* + 2.* + 23'))' 

È questo il sistema delle coordinate stereografiche, segnalato da Biemann 
0d utilizzato da Bel trami per lo studio degli spazii a curvatura costante. 



XVI. CURVE NEGLI IPEESPAZII. 



1. Lungo una curva, semplice infinità continua di punti in uno spazio 
lineare ad n dimensioni, consideriamo, a partire da M, le successive posi- 
zioni M',M",.... d'un punto, infinitamente prossime alla posizione iniziale 
M, arbitraria. Diremo, come nel § 10 del capitolo precedente, che l'elemento 
MM' determina la tangente, e questa assumeremo costantemente come asse 
x^. Prenderemo poi come asse x^ la (n — l)-n^mafe,.cioè la retta condot- 
ta per M perpendicolarmente ad n — 1 elementi consecutivi MM'fM'M", 

Evidentemente questa retta sta nel piano determinato da tutte le perpendi- 
colari condotte per M ad n — 2 elementi consecutivi, fra le quali scegliere- 
mo come asse a;, quella che, perpendicolare alla (n — 1)- norma/e, si può 
ben chiamare la (n — 2) -normale principale. Gli assi x^ ed x^ con tutte le 
(n — S)'norniali stanno in uno spazio lineare a tre dimensioni, nel quale 
conviene prendere Tasse x^ perpendicolare al piano x^x^. Proseguendo sem- 
pre allo stesso modo si arriva a scegliere come asse x^^^ la binormale prin- 
cipale, determinata nello spazio lineare binormale (ad n — 2 dimensioni) 
dall' obbligo della perpendicolarità agli assi precedenti. Finalmente nello 
spazio lineare normale (ad n — 1 dimensioni), che racchiude tutte le nor- 
mali, si distingua fra queste e si scelga come asse x^ la normale principale^ 
perpendicolare allo spazio binormale. Siano ^ma^^ì'^-ìa^^ i coseni direttori 
dell'asse x^ rispetto ad un sistema qualunque di n assi, perpendicolari fra 
loro due a due, e si noti che la definizione data del detto asse si traduce 
nelle relazioni 



2«iv^^«iv = per 1<;*^» — « (1) 



V=l 

v=n 



2«,»a^=0 » 1 <;•<»•- X (2) 



V^l 



— 227 — 
1d particolare dalle (1), per j = l, e dairegaagliaaza 

dinerenziata, si ha 

Vt=n 

Satv<??aiv=0 per l<e<n-l. (4) 

V=l 

Intanto le relazioni (2) e (3) ci dicono che il determinante definito dalPele- 
mento generale a,-^ è ortogonale: il suo valore è, se si vuole, uguale all'unità, 
e ciascun elemento è uguale al proprio complemento algebrico. Dopo ciò 
dalle (4) si ricava, per tutti i valori di v, 

^aiv=eja„^ (5) 

rappresentando con e^ Tangolo di due tangenti infinitamente vicine. Più ge- 
neralmente, se si pone 

vzm 
v=i 

dimodoché 

e..= , e.^ — ~è^. , (6) 

si ha 



V=n 



^ao=2^*v«vi • (V 



V=| 



Si ricade sulla (5) per i = 1 ed 

d'onde risulta» in virtù di (6), 

6u = Sj| = e3j =. ..= È^_jji=0 , 6„j= 8| . (9) 

2. Mercè le (7) si riesce ad esprimere i differenziali successivi dei coseni 
direttori in funzione lineare dei coseni stessi. Se, partendo dall'angolo t^j, 

rappresentato provvisoriamente con e^^, si calcola una successione di quan- 
tità e^y^e^^,.... secondo la legge 

v=i 

si trova, per successive differenziazioni della (7), ed impiegando ripetuta- 
mente questa formola, 

V=n 
v=i 

Ora le (1) diventano 

n 
V ^** 
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Tale a dire, osservando (3) e (4), 

^^y, = per 2<v^n— -A . 

Se si fa successivamente £=1,2,3, — , e se si porta in (10) Tultimo risal- 
tato, si ottiene 

n 

2 ^n,%<A<3--V~*' P®"" 2<v<n-A— 1 . (11) 

Se, per esempio, si pone J=l, si trova 

cioè, in virtù di (8), 

^v=0 P«P 2<v<n— 2 . 

Similmente per A; =2 la relazione (11) diventa 

n 

e da questa, tenendo conto del risultato precedente, si trae 

e^_4^ = per 2^v^n — 3. 

Così proseguendo si prevede che in generale si avrà 

e„.»,,,=:0 per 2<v<n-A — 1 . (12) 

Supponiamo che questa uguaglianza sia vera, insieme a quelle che la prece- 
dono, e dimostriamo che sussiste quando vi si cambia k in A-}"l-P<>8to »Vi=;i 
la relazione (11) dà 

Jzsn 

2(^iv 2 VV.V'3---M=° P®'' 2<v<n-A-2. 

La somma con k indici è nulla per ^■= 2,3,4,..., n—ft — 1. D'altra parte, 
in virtù di (12) e delle uguaglianze precedenti, e^.^ è nullo per j = n — ft +1, 
n — A;4-2,...,n — l,w. fiestano dunque soltanto i termini che corrispondono 
ai valori j = l e jt=n — A?: il primo è nullo in virtù di (8), e però si ha 

e^_^,^ = per 2<v<n — A-2 , 

si cade cioè sulla stessa (12), in cui k si trova cambiato in £-|-l. 

3. Ora prendiamo come assi le n rette principali, e consideriamo le po- 
sizioni che queste vanno ad occupare quando Torigine M si trasferisce in M'. 

È chiaro che e^^ rappresenta, per i^j, il coseno dell'angolo che il nuovo asse 
x\ fa con A;^.Con ciò le formole (12) ricevono un'interpretazione geometrica, 
che si potrebbe facilmente utilizzare per la dimostrazione diretta delle for- 
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mole stesse. Intanto, se poniamo 



le forniole (12), (8) e (9) ci dicono che i coseni direttori delle rette principali 
che hanno T origine in M', rispetto a qaelle uscenti da M, sono dati dal se- 
guente quadro : 
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X, 
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Ciò premesso, siano ^^,^„...,a;^ le coordinate d' un punto P rispetto agli 
assi mobili ; sia ^x la variazione assoluta d* una coordinata x nello spazio, 
quando M passa in M' e simultaneamente P in P'; sia dx la yariazione che la 
stessa coordinata può subire rispetto agli assi mobili. Projettando M'F sugli 
assi uscenti da M si ottiene 



^x^=dx^ — ^i(x^-^dx^-\-ds , Sx^=dx^ — ^«-1(^3 +^^3) » ^^' 



ovvero 



Sxt_dx^ jr^ ^ 
ds ds pj 

^Xj^^dXj x^^ 
ds ds'^p^^^^^' 



dx^ 

' di 



dx^_^x^ ^x^_dx^ x^ x^_^ 
^ Pn-i ' ds ds p^ p, ' 



X. 



i*i 



Pn-Ui 



(1=3,4,..., n — 1) , 



dopo aver posto 



^*=^lPl = SjPt=e8p3=--- = ^n-lPn-l 



(13) 



(14) 



4. Le (13) sono le f or mole fondamentali per Vanalisi intrinseca 
delle curve contenute in uno spazio lineare ad n dimensioni. Queste curve 
sono dunque suscettibili di n—1 curvature, che si possono misurare mediante 
i raggi p. Qaando, nel percorrere la curva^ il punto M si allontana dalla tan-* 
gente, si produce la prima curvatura. Per la tendenza più meno grande di 
M ad allontanarsi dal piano osculatore si ha una seconda curvatura, poi una 
terza, dovuta alla tendenza che ha M ad uscire dallo spazio osculatore de- 
terminato da tre elementi consecutivi MM',M'M",M"M"', e cosi di seguito, 
finché per Tallontanamento di M dallo spazio osculatore (lineare, ad n—1 
dimensioni) perpendicolare alla (n — 1) -normale, la linea subisce una 
(«— l)"'"*** ed ultima curvatura. Le formole (13) valgono anche quando per 
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le X 8i pongono i coseni che definiscono una direzione qualunque, porche 
dalla prima si tolga il termine 1. In particolare, quando le dette formole si 
applicano all'asse x^_^^^ , si trova facilmente che Vangalo e,- di due i-normali 
infinitamente vicine è dato dalla formola 

vera anche per i=:w — 1 se si conviene che sia £« = 0, come si deve supporre 
se per poco lo spazio considerato si pensa come immerso in uno spazio linea- 
re con una dimensione di più. Se inoltre si chiama e^ Tangolo (=&i) di due 
tangenti infinitamente vicine , è interessante notare il seguente teorema di 
Lancret: 



^0 



5. La dimostrazione delle formole (13) può essere agevolata da sempli- 
cissime considerazioni meccairiche, che hanno il vantaggio di mostrare quale 
sia la via da seguire per ottenere formole analoghe, più generali, riferentisi 
a spazii non lineari. Quando nello spazio ad n dimensioni, in cui è 

ds^ = dx^'* -f- dx^ -{-... -|- dx^* , 

alle coordinate x si attribuiscono variazioni arbitrarie ^x, Tultima relazio- 
ne àk 



^^'=^i{1~^+\'^:h^'. 



e di qui si deduce che le condizioni 

Ì^Xj ix^ 

sono necessarie e, tutte insieme, suflicienti per la rigidità. Quindi, integrando, 

dove co^^+^i,==0. Adunque ogni moto rigido infinitesimo risulta da una 

traslazione (fln«j,.--»«n) & d&,\insi rotazione ^ scomponentesi in Vj^C^ — 1) 
rotazioni parallele ai piani coordinati, in modo che, per ciascuna rotazione 
componente, ogni punto del sistema si muove in un piano parallelo ad un 
piano coordinato, ed in esso subisce una rotazione co^^ , computata da Xj verso 
Xi- Ciò premesso, il sistema delle n rette principali si consideri come rigido, 
e se ne studii il passaggio dalla posizione che occupa in un punto M a quella 
che prende in un punto infinitamente prossimo M'. La (n — ♦ + l)-normale 
principale x^ rimane perpendicolare ad n — i elementi consecutivi, e però 
deve muoversi nello spazio normale, ad i dimensioni, x^XQ,...x^x^^^, cui son 
perpendicolari i rimanenti assi ii?,+a,a?f,3,...,a;„. Ne segue 0)^^=0 per 

?■> 1 , jz=i-\-2 , i-f3 , , n . 
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Osservando poi che Wy=— o)^,. si può aggiungere che coy=0 per 

Quindi, riassumendo, è co^-^^O per 

2>1 , j=:2 ,3,... , I — 3, z — 2,i,i+2, e-f 3,... , w — 1 ,w . 

Quanto ad x^ è chiaro che, dovendo rimanere perpendicolare a tutte le plu- 
rinormali, non può uscire dal piano osculatore XiX^: sia e^ Tangolo di cui 
ruota verso x^. Si ha 

^nl= ^i » Wll=^Sl = "- = ^«-M=^ 7 

Ed ora siano 6n-i»^n-9i"-i^f gli angoli di cui ruotano a:2,ar3,...,a;„_4 verso 
^31^4 9- «M^ni rispettivamente, dimodoché 

Il sistema rigido individuato dalle n rette principali subisce dunque, nel 
passaggio da M ad M', oltre alla traslazione ds lungo x^ , la rotazione de- 
finita dagli angoli co testé determinati. Quando il punto {x^^x^^...,x„), in* 
vece di essere invariabilmente legato alle n rette, subisce rispetto ad esse 
lo spostamento {dx^ ,dx^^,..^dxj, le componenti del suo spostamento asso* 
luto nello spazio sono, in virtù delle formolo dimostrate in principio e degli 
ultimi risultati ottenuti, 

^x^=dx^ — ^^x^ + ds , ^x^=dx^—^^_^x^ , ^x^=dx„+^^x^'{^^^x;^^ , 
^^i=d^i+^n-u%^i-i — ^n-ùi^i (t=3,4,...,n— 1) . 
Ora queste, divise per le (14), sono appunto le formolo fondamentali. 

6. Passiamo a far vedere come si estendano facilmente agli spazii lineari 
con più di due dimensioni i principi! delFanalisi baricentrica (VII, 1). In uno 
spazio lineare ad n dimensioni fissiamo i punti À|,A3,...,À„^, , che si pos- 
sono considerare come vertici del più semplice ente poliedrico ad n dimen* 
sioni, al quale, seguendo Stringham, daremo il nome di (w + l)-cdmefe 
^-wp^o Siano a:fi,.r^,,...,^,« le coordinate di A^ rispetto agli assi mobili. Un 
punto qualunque M si può sempre supporre definito nello spazio come bari- 
centro d'un certo sistema di n+1 masse (coordinate haricentriche), appli- 
cate ai vertici deir(n4'l)-edroide fondamentale, e soddisfacenti^ alla re- 
lazione 

dimodoché le sue coordinate cartesiane, relative ad un sistema qualunque di 
assi ortogonali, sono date dalla formola 



■2dx,* 
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Intanto si ha identicamente 

Il secondo membro si riduce, in virtù delle precedenti uguaglianze, a 
e però, se si fa A; = 1 ,2 , 3 , . . , n, si ottiene, sommando, 

dove a^j rappresenta la lunghezza del Iato A^A^, vale a dire che si è posto 

Se, per esempio, le coordinate ft sono date in funzione d'un parametro t, 
che, se si vuole, rappresenta il tempo, la formola precedente ci darà su- 
bito la espressione del quadrato della velocità: 



^ tj+i 



dt dt 



(15) 



7. Consideriamo il determinante wronskiano 



W = 



l^i 



»*i 



ds 

d^ 
ds 



ds* 
ds* 



• • • 



ds"" 
ds"" 



f^ 



^V'n.l ^ì^n,i ^P-nM 



n*i 



ds 



ds' 



• • • 



ds' 



e moltiplichiamolo per la costante 



a ^ 



X, 



li 



1 X 



ti 



*^t% ' • • ^in 



^M • • • ^Jn 



^ ^n*J,l ^n*i,% • • • ^n*l,n 



che si può far dipendere dalle sole a^^, perchè si trova 



(~2ay=- 




1 
1 



a 
a 



11 

21 



a 



n 



... 1 
. , . U 

... a 



linfl 

f 
Sin+1 



1 * * 1 



con facili trasformazioni, che non è necessario qui riprodurre, come è inutile 
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I 



dimostrare che oTinl misurala capacità dell' (^4'l)*^^foid6 fondamentale. 
Intanto dalFaccennata moltiplicazione risalta il valore dì a'^W sotto forma 
d*im determinante deirordine n''"^ il cui elemento generale è 



**** ji. 



1 

Ciò premesso, applicando le formolo fondamentali ai punti A, si ottiene 
dXi 



ds Pi ' rf* Ph..1 ' ^ \Pl Pi / 



^0_^UM_ ^<^-t ,._ 



.0==3,4,..., w — 1) 
e da queste risultano le altre 



C7.. 



^^ii ^in ^ ^^i« ^t3 ^ ^^tn , ^<,n-l , ^ii 



i*\ 






^^^ rn— / + 1 rn—j ♦ 1 

per mezzo delle quali, conosciuta la prima colonna del determinante a^W, 
si possono calcolare tutte le altre. Del resto una prima derivazione delle 
uguaglianze di definizione 

t"=n+l 

2 ^^<i = ^ 0==l»2,3,...,n) 
mostra che 

poi le (16) danno 

quindi 

1 

^8I = — ri » <^3»==<^33 = -" — <^8,n-« = » 



^8,M-i — T7;r * ^»»»« — "= 



ecc. Si prevede che dev'essere 

<7y = per 2<y<« — i+l . (17) 

Ammesso che ciò sia vero fino ad un certo valore dell' indice », è facile di- 
mostrare che sussiste quando si cambia i in e -fi. Bisulta infatti dalle 
formolo (16) e (17) che 



_ ^i,i + l 



^M,J = — 



per 2<i<n — 1 + 1 , (18) 



Pn-iM 

30 
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I 

dimodoché, osservando (17), si ha 

^tvi,, = per 2<j<n — l . 

e questa è appunto la (17), in cui si è sostituito i + l ad i. Dunque 

a-W =1 ... 

... a. 



31 



'41 













.. . 

. . . cr 



4,n-S 



'3,n-l 



4,n-t 



'?,n 



'3,n 



'*.n 



^«-1,1 ^»-l,a • • • <7„_,^^_, «'«-l.n-l ^«-l,n 



M 



^n,? <^n,3 



'ritn-S 



n,n— 1 



cioè 



«-W=(-l j^ <"-><"-". a,,„a,,„_,^,.,_. a^ 



«,« • 



(19) 



D'altra parte la formola (18) dà, per j = n— i + l, 






e da questa si deduce 



^iM,n-t+l 



Pi 
_ (-1)*- 



PiPtPi'"Pi 

Portando finalmente in (19) questo risultato si giunge alla seguente notevole 
formola: 

n^n— 1 n—2n-Z 



a p p p ...p„_jW — 1 . 

Ita 



(20) 



8. L'ultima formola ci dà sempre una relazione fra le n — 1 curvature 
d'una data curva, e ne occorrono altre w — 2 per potere stabilire le equa- 
zioni intrinseche della curva stessa. E chiaro che la relazione (20) basta nel 
caso d'una curva piana : allora l'equazione intrinseca domandata si ottiene 
eliminando t fra le uguaglianze 

a'pW = l , 3= j xdt , 

nelle quali si sarà prima pensato a sostituire x e W in funzione di t me- 
diante la formola (15) e l'altra 



^^n(n+l)'y^_. 



^^ ~di 



di' 



lA, 



H-n.i 



dt dfi 



<^K.i ^VnM 



dt 



di 



df 
dt"" 
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facile consegadnza della defiaizione di W. Per le linee dello spazio lineare a 
tre dimensioni si ottiene fra le due curyature la relazione 

a»pVW = l , (21) 

e ne occorre un'altra. Per trovarla si consideri la matrice wronskiana 



dj^ d^^ ^p.^ d*iì.^ 



ds ds^ ds' 



ds^ 



dp^ ^p,, d^\i^ d'ji. 



ds ds* 



ds' 



ds' 



(22) 



dW 



che diventa W quando vi si sopprime l'ultima colonna, e —=— quando si 

sopprime la penultima. Sia inoltre W il determinante ottenuto sopprimen- 
do invece la seconda colonna, determinante che sipuò facilmente calcolare 
in funzione di t, perchè si ha, in virtù d'una proprietà generale dei wron- 
skiani, 

ds cPs dh d*s 
~di^ 



xi<»W'=: — 







M-i 



dt d^ dt^ dt* 
d\i, ^V, d^p., cZ*[X, 



dt di* 



di' 



dt' 



dp,^ Ù}\i.^ d^li, (ÌV4 

''* ~dt a? " 



dt^ di^ 
Affinchè coesistano le uguaglianze 



dVf 



^ d^p,^ 3 c/p 



''"ds^"- p* ' ^'^^''d^" p^ ds' 

nelle quali i va da 1 a 4, bisogna che il determinante formato aggregando 
alla matrice (22) la linea 

^ , ^ 1 3 ff p 



sia nullo, cioè che si abbia 



P*W =^(P^W) , 



(23) 



d' onde si trae 



1 2 ^ P 
'= w* I W'W 

p' 3 tf 



Tidt , 



(24) 



purché non sia nullo W W. Quando a x,W,W si sostituiscono le loro 
espressioni in funzione di t, l'ultima formola fa conoscere p, poi dalla (21) 
si ricava r. Del resto alla (24) si perviene anche con un procedimento ana- 
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logó a quello che ci ha fornito la (21). Moltiplicando infatti fra loro i deter- 
minanti a* e W si ottiene 

ds r 

e da questa forinola si ricade sulla (23) eliminandone r per mezzo di (21). 
Inoltre si vede che in W' = sta la condizione necessaria e sufficiente per- 
chè la curva sia un'eKca, mentre W=0 è la condizione perchè la curva sia 
piana. Il lettore potrà, come esercizio, applicare le formolo precedenti allo 
studio della potenziale tetraedrica {cfr. VII, 20). 



XVIL IPERSPAZII. 



1. Consideriamo una linea d'uno spazio curvo ad n dimensioni, immerso 
in uno spazio lineare, e ricordiamo che, in virtù delle formolo fondamentali 
stabilite nel capitolo precedente, le coordinate d'un punto fisso rispetto alle 
n-\-\ rette principali della curva sono tali funzioni dell'arco, che le loro de- 
rivate si esprimono linearmente nelle coordinate stesse. È chiaro che que- 
sta proprietà si conserva quando le n rette normali, rigidamente collegate, 
ruotano nel loro spazio finché una di esse diventa normale allo spazio cur- 
vo considerato. Se in questo immaginiamo n — \ curve, tangenti alle altre 
n— 1 rette, potremo scrivere, chiamando x^yX^^x^^^.^^x^X^ coordinate del 
punto fisso» 

jrr = 2^*^*-^« , (1) 

dove c^y è 1 secondo che i =j o i^j. Fra breve si vedrà che gli n(n+ 1)' 
coefficienti A si riducono a soli ^/in{3n--l) linearmente indipendenti, e che 
fra questi e le loro derivate sussistono V«w(n — l)(5n— 1) relazioni sostan- 
zialmente diverse, analoghe alle formolo stabilite da Codazzi per le su- 
perficie. 

2. Teorema di IDupin. Innanzi tutto si noti che le formolo (1) sus- 
sistono, con Cfj sempre nullo, quando le x hanno il significato di coseni di- 
rettori, nel qual caso si deve avere identicamente 

quindi 

a:,**+a;*'=0, (2) 



(8) 



(4) 
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ed in particolare A'*'=0. D'altra parte si ottiene, derivando (1), 

* J 3 l^tn 

poi, per a?0= a?| = . . . = ii?„ = 0, 

Ciò premesso, la condizione d' integrabilità 

ò' x^ Vx^ 3 log Q_^ "òxf^ ò log Qj. 3 j;^ 

diyenta 

ed in particolare, per k = e, 

«)_ aiogQ, 

Sapponendo invece % diverso da i e da j si ottiene 

Finalmente le formolo (2) e (6), adoperate alternativamente, danno 

(*)_ (*)_ Ai) _ il) _ <i)_ (i)_ (*) 

Ne risulta 

ai;=o (7) 

sempre che i,j,k siano diversi fra loro e diversi da zero. Questa uguaglian- 
za è Tespressione generalizzata del teorema di Dupin negli iperspazii, per- 
chè si è visto precedentemente (XV, 12) che il detto teorema si deve appunto 

all'indipendenza dei quozienti -^ dalle x con indice non nullo, diverso da 

i e dsk j\ e si vedrà fra breve che anche il significato geometrico dell'e- 
guaglianza (7) è la naturale estensione di quello già trovato negli spazii 
a tre dimensioni. 

3. Se si fa A =0, e se si pone Aoy=^<y, si può soltanto asserire, in 
virtù di (6), che <^^j=z^j^. Noi rappresenteremo inoltre ^^< con — S^,-, ed 
A^'^ con — Q/o dimodoché si avrà, secondo la (5), 

Cosi dei coefficienti A restano soltanto quelli che sono stati indicati con 
S^i.^»,^3- ^,,St,Si,,%SuSn^ "S^.-S,,, S„ 
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e che noi chiameremo rispettivamente curvature normali, curvature geode- 
tiche e torsioni geodetiche. Adunque, riassumendo, non cessiamo di tener 
presente che ogni coefficiente A cambia segno quando se ne traspongono gli 
indici inferiori, e che le curvature normali, le torsioni e le curvature geode- 
tiche si esprimono nel seguente modo : 

In ogni altro caso A=:0. Avvertiamo inoltre che talvolta lasceremo, per co- 
modità di scrittura, — ^« al posto di 2%^^ e ^« invece di 0. 

4. Forinole di Codazzi. Ora, osservando (8), la condizione (4) si 
cambia in 



ih^^'fMh^-'T^ 



per trasformarsi poi, mercè le (3), in una relazione lineare fra le x, che si 
scinde nelle seguenti condizioni 

(g7+^0JA«-^^ + ^^,JA;,, = 2(A*„A,,-A^„A,J , (9) 

necessarie e sufficienti per Vesistenaa delle funzioni x. Quando ciascuno dei 
numeri i,j,k,l si suppone positivo e diverso dagli altri tre, il primo mem- 
bro è nullo, in virtù di (7), e si ottiene 

Questa eguaglianza permette di esprimere ViW(» — 3) coefficienti ^ me- 
diante gli altri 79, e cosi il numero dei coefficienti A, ai quali si può arbitra- 
riamente assegnare il valore in un punto, si trova ridotto ad »(« + 1) P®r 
n> 2. La (9) è, per cosi dire, la formola universale di Codazzi, dalla quale 
si deducono altri gruppi di formolo, secondo il vario significato dei coeffi- 
cienti A. Quando uno degli indici kj si suppone nullo, e Taltro diverso da 
f e da ji la formola (9) dà 

Se invece V indice non nullo si pone uguale ad i o ad ^ , si ottiene 



m 



Ora facciamo A; = t,2=j. In questa ipotesi la formola (9) diventa 

Se finalmente supponiamo che uno solo dei numeri positivi kj sìa aguale 
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ad * ad ^' , troviamo 



ed anche 



^-^'^+(%-%)^<,=^i'^jK+%K^j. ; 



ma quest' ultima formola non differisce dalla precedente, perchè (cfr. XV, 3) 
vi è identità, in virtù di (8), fra i primi membri. Le formole del gruppo (5), 
come quelle del gruppo (a), sì distribuiscono in V^n (n— 1) (n — 2) terne; 
ma ogni terna di (a) racchiude due sole formole sostanzialmente diverse. I 
gruppi (p) e (y) contengono evidentemente w(w— 1) ed 7sW(w — 1) formole, 
dimodoché si hanno in tutto 

Ven(«-l)(n-2)+V,w(n-l)=:V,n(n-l)(5n-l) 

relazioni, analoghe alle formole di Codazzi, negli spazii curvi ad n dimen- 
sioni. 

5. Fondamentale nello studio intrinseco di questi spazii è la forma qua- 
dratica 

# 
alle cui derivate parziali prime sono proporzionali le derivate di x^j in virtù 
delle (1). Qui è utile osservare la forma semplicissima che queste relazioni 
assumono in seguito alla determinazione dei coefficienti A, fatta nel §3. 
Si ha 

La discussione di <& conduce al teorema di Eulero ed alla nozione dei siste-' 
midi curvatura y caratterizzati dalle condizioni ^=0. Poi, se supponiamo 
scritte le condizioni d' immobilità in uno degli spazii ad n — 1 dimensioni, 
appartenente al sistema definito nel dato spazio curvo da una funzione q^, ci 
accorgiamo subito che le ^^^ relative al predetto spazio q^ non differiscono 

dai coefficienti à|.^\ dimodoché, quando gli n spazii q^ vengono associati 
per costituire lo spazio curvo considerato, l'eguaglianza (7) ci dice che tutte 
le loro % sono nulle, cioè gli sparii stessi debbono necessariamente interse^ 
carsi secondo i loro sistemi di curvatura. Finalmente la discussione di * con- 
duce anche a considerare n curvature principali, il cui prodotto K, uguale 
al discriminante di 4>, può servire a misurare la curvatura totale. Le formole 
(r) ® (^)i insieme alle (10), forniscono poi i valori di tutti i minori quadratici 
di K, e però si può dire che la curvatura totale dipende unicamente dalle cur- 
vature geodetiche e dalle loro variazioni. Ancora si noti che , nel caso d' uno 
spazio lineare, svanisce identicamente la funzione 4>, e le formole di Codazzi 
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8i riducono {cfr. XV, 15) ad ViW(w— 1)* condizioni necessarie e sufficienti per 
la linearità delio spazio ad n dimensioni. 

6. Applichiamo le formolo precedenti allo studio delle deformazio- 
ni infinitesime degli iperspazi]. Un punto M d*uno spazio curyo ad n 
dimensioni, immerso in uno spazio lineare con una dimensione di più, si spo- 
sti infinitamente poco in questo spazio: siano u^^u^,u^y**yU^ le sue coordi- 
nate, nella nuova posizione M', rispetto agli assi mobili, di origine M, scelti 
nel modo precedentemente descritto, e si ponga 

olii ^ AJ) ,,,. 

Le formolo fondamentali mostrano subito che, quando M percorre il segmen- 
to infinitesimo dSi sull'asse i, le coordinate del punto M' yariano di 

quindi, più generalmente, se il punto M si muove nella direzione definita dai 
coseni a^,oL^,.,.,ol^ nello spazio lineare tangente, descrivendo il segmento cb, 
le coordinate di M' subiscono le variazioni 



n 



(«,+2«^«y)''* , (12) 

e però, quadrando e sommando, si trova che il segmento percorso da M ò 
ds' = {l-\'iì)ds^ dove, a prescindere da infinitesimi superiori, si ha 

In particolare le % rappresentano gli allungamenti unitarii secondo gli 
assi , e la considerazione dell' elemento solido costruito sugli spigoli ds^ , 
ds^,...yds^ mostra che Ufj-\'Ujf è lo scorrimento angolare mutuo degli assi i 
e J, e che la dilatazione solida unitaria è 

cioè, in virtù di (11), 



® = Ì(è + ^i)«i-«oÌ^* . (13) 

1 * ' 1 



dove ^i rappresenta la somma di tutte le (| che hanno il secondo indice u- 
guale ad i. 

7. 1 coseni direttori della tangente alla traiettoria di M' si ottengono e- 
videntemente moltiplicando per 1 — O le quantità (12), divise per ds. Essi 
hanno dunque i valori 

n 

«^ — noc^ + 2 »jUij . (14) 
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Air incremento cosi subito da ot^ si può intanto dar la forma 



ponendo 



n 



e, poiché co^. = — w,.^, si vede che la direzione («j, «,,...,««) subisce nello 
spazio lineare tangente la rotazione definita appunto (XVI, 6) dalla matrice 
emisimmetrica 



0)^, 0)^3 ... O) 



in 



co,, «0,3 ... 0),^ 



co 



ni 



CO 



nt 



CO 



n8 







Uji ed w^^ , e si rico- 



In particolare gli assi iej ruotano, nel loro piano, di - 
nosco cosi, ancora una volta, che u^j + Uj^ rappresenta lo scorrimento ango- 
lare mutuo degli assi stessi. Intanto, poiché Ci ò generalmente riducibile a 
forma canonica in un modo solo, avviene in generale che un sol sistema or- 
togonale di assi si conserva ortogonale nella deformazione, dimodoché una 
coppia qualunque {i,j) di tali assi ruota rigidamente, nel proprio piano, di 
un angolo «f^ = — w^ì = V>(^ìì"~^ì<)- Siccome poi la quantità ^^^.=m,.^ — Uj^ 
è invariante ortogonale della forma co,-^,si vede facilmente che le ^^j rappre- 
sentano in ogni caso le doppie componenti della rotazione geodetica. Ed ora, 
per le (11), si ha 

^..= (|;+^<.)«.-(-|; + %,)«,. (15) 

Qaì si noti che, in virtù della condizione d' integrabilità 



Wj + ^v ^ - \-òi, + ^^') ò7, ' 



(16) 



le ^ si annullano tutte nelle deformazioni potenziali dello spazio in sé, cioè 
quando lo spostamento é tangenziale ed ha per componenti i quozienti dif- 
ferenziali d'una funzione u rispetto agli assi tangenti. Allora dalle (13) si 
ha pure 6 = A'm, giacché con questi nostri simboli la forinola di Lamé, che 
serve ad esprimere il parametro diflferenziale secondo, si scrive (cfr. XV, 7) 
nel seguente modo : 



^•=Ì(-^+^.)l;- 



8. Passiamo alla scelta degli assi nello spazio deformato. Come asse 
prenderemo sempre la normale allo spazio stesso , e sceglieremo gli altri in 
posizioni infinitamente poco diverse da quelle che vanno ad occupare, in se- 

31 
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guito alla deformazìoDe, i primiti?i assi tangenti. Cosi, per asse i ammette- 
remo provvisoriamente che sia lecito assumere la retta definita nel primitivo 
spazio lineare tangente dai coseni 



aj = 



1 per j = i , 

(17) 



considerata nella posizione che occupa dopo la deformazione. Allora, osser- 
vando le espressioni (13), si trova che i coseni direttori dei nuovi assi tan- 
genti sono dati dal quadro 



Wo, 1 ... 
Wo, 1 ... 



«0» ... l 



e però i coseni direttori del nuovo asse normale sono 

Ne segue che, nel passaggio dalFantico al nuovo sistema, le coordinate x su 
biscono le variazioni 

per i> 0, e 

n 

D^o = — «*o— S^'oi-^^ . (19) 

È poi facile esprimere i nuovi quozienti differenziali mercè gli antichi, poi- 
ché si ha manifestamente 



1 * 

ed in particolare, se si fa l'ipotesi (17), il primo membro diventa il simbolo 
del quoziente differenziale relativo al nuovo asse i, mentre il secondo mem- 
bro si riduce a 



Dunque 









e però le variazioni prodotte dalla deformazione nei primitivi quozienti dif- 
ferenziali son date dalla formola 
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9. Ciò premesso, per calcolare le variazioni che le carvatare subiscotio 
in seguito alla deformazione, basterà applicare Taltima formola alle relazio- 
ni (1). Si otterrà sabito 

^ 1 * 

quindi, supponendo i> ed invocando le formolo (18) e (19), 

^ ^*i -^ 



n n 



i i 

Ne segue, eguagliando fra loro i coefficienti di a;^) e supponendo inoltre f==;, 

' 1 

Invece per i^j si ottiene 

ma è chiaro che si deve potere scrivere anche 

Eguagliando poi fra loro i coefficienti di Xj si trova 

10. L' identità fra le due espressioni trovate per D ^^y si stabilisce di- 
rettamente applicando ad Uq la condizione (16). Questa, applicata più ge- 
neralmente ad u^^ dà 

tenendo conto delle relazioni (9). Per 4=0 si ottiene 

Invece, per i = t, 

Finalmente, quando ij^h si suppongono diversi fra loro e positivi, si tro- 



— 244 — 
vano le relazioni 



11. Non sono intanto esaurite le conseguenze dell'identità (21), perchè 
bisogna ancora esprimere che i coefficienti nulli restano nulli, e si perviene 
cosi, per ogni terna »',i,A; di numeri positivi differenti, alla terna di rela- 
zioni 

Queste, che si possono considerare come le condizioni per la permanenza del 
teorema di Dupin nello spazio deformato, vincolano gli spostamenti median- 
te equazioni alle derivate parziali prime, e con ciò si viene a scoprire che la 
deformazione fin qui studiata nonè^ per n>2, la più generale possibile. 
Le formolo precedentemente stabilite valgono dunque, in tutta la loro ge- 
neralità, j>er le sole superficie j ed è facile verificare che, per n=2, esse ef- 
fettivamente si riducono a quelle che abbiamo dimostrate nel tredicesimo 
capitolo. La particolarizzazione constatata per n>2 è avvenuta in seguito 
alla scelta degli assi, giacche (cfr. XV, 4) V insieme di tutti gli assi tangenti 
dello spazio non sempre si pud considerare come costituito dalle tangenti ad 
un sistema n"**''*' ortogonale di curve ^ ancorché T orientamento dei predetti 
assi varii in modo continuo insieme alla posizione deirorigine. 

12. Altre condizioni restrittive potrebbero forse nascere dalla perma- 
nenza della formola universale di Codazzi^ ma, poiché questa formola si è 
ottenuta applicando alle coordinate d*un punto fìsso la condizione (16), ba- 
sterà indagare se a qualche vincolo si debbano assoggettare gli spostamenti 
affinchè la detta condizione sussista nello spazio deformato. Ora dalla (20) 
si deduce facilmente 

quindi, se si scambia i con j, e si sottraggono poi Tuna dall'altra le due 
uguaglianze , avendo riguardo alle relazioni (16) , (22) , (24) , ed all' altra 

conseguenza di ogni terna (24), si perviene ad un' identità. Non esistono 
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dunque, oltre le (24), altre restrizioni da imporre agli spostamenti. Alla me-' 
desima conclusione saremmo giunti meno rapidamente per via diretta, cioè 
calcolando le variazioni che la deformazione apporta nella formola codaz- 
ziana; e per mettere in evidenza V identità finale avremmo inoltre dovuto 
adoperare opportunamente l'integrazione per parti e qualche altro artificio. 

13. Ed ora torniamo allo studio della deformazione generale. La ma- 
trice pseudosimmetrica 



1 


fio 


»M 


• • • 


"no 


»01 

• • 


1 

• • 
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»«1 
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»0« 
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1 



sia quella che definisce Torientamento degli assi nello spazio deformato, ri- 
spetto agli assi primitivi. Se V asse si continua ad assumere normale allo 
spazio, sarà t;o<=w^., e le altre ViW(n — 1) quantità infinitesime v dovran- 
no soddisfare a condizioni tali, che valgano ad assicurare resistenza, nello 
spazio deformato, d'un n'^^^ sistema ortogonale di curve, tangenti in ogni 
loro punto agli assi 1 ,2,3 ,. ..n. Lasciando per ora arbitrarie le ^;, le con- 
dizioni cercate sorgeranno spontanee dai calcoli che siamo per fare, e si no- 
terà che son quelle stesse appunto, cHe assicurano la permanenza del teo- 
rema di Dupin nello spazio deformato. Prima osserviamo che la direzione 

definita dai coseni 

1 per j=t 

-^ji + ^ji » 

è portata dalla deformazione a coincidere con quella del nuovo asse i. In- 
fatti dalle espressioni (14) si vede che, per effetto della deformazione, i detti 
coseni acquistano i valori 

1 per j=r:i 



«j = 



•< • 



(1— %)ai+%= 



'H 






Dunque il nuovo quoziente differenziale, relativo all'asse }, si esprime nel 
seguente modo : 

Quindi alla (20) bisogna ora sostituire 



n 



^^l^^-i^"^-''^.)^; 



(25) 



Similmente , invece di (18) e (19) , 

n 
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14. Se, giovandosi delle formolo precedenti, si fa variar tutto nelle con- 
dizioni d'immobilità, si ottiene una relazione lineare fra le coordinate x^ 
che per T arbitrarietà di queste si scinde e dà 



U) 



(0 



(/) 



U) 



i)A«=- .f--2A;;(«y-ry)-2(A;;^»-o„) . (20) 

J i 

Bicordando che per ogni terna i,j,k di numeri positivi differenti si deve 
avere 



C=o , la";=:o, 



si trovano le condizioni 



Hv 






<)t 



^" +{%.- %0 ^ij - (% - %) ",* 



/ 



Òiv 



(27) 



+ % «y - % "kj+ '^jk «o< - ^ij «0» = 



alle quali si può anche , in virtù delle (23)^ dar la forma notevolmente sem- 
plice 

{^ + <?« - %yuj, - »>)=( jj- + ^a - %.) («i.- - «V.) (28) 

Queste ultime sono notevoli anche perchè, grazie all' identità 



(I; + %)%, = (!; + ?«)§». 



sono soddisfatte quando ad ogni % — t^^ si sostituisce %j. Con calcoli al- 
quanto prolissi, ma che non offrono difficoltà di sorta, si verifica poi che le 
(27) sono integrabili ; e d'altra parte, giovandosi della formola 



D 



'à* _ y p y^i^kj — ^ki) 3^ 



facile conseguenza della (25), si riconosce che la condizione d' integrabilità 
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(16), e conseguentemente la formola universale di Codazzi, sussistono nello 
spazio deformato, quando siano soddisfatte le (27): a queste sóle condiisioni 
va dunque stibordinata la scelta delle v. Trovato un sistema qualunque di 
funzioni v^ soddisfacenti alle (27), la formola (26) condurrà poi rapidamente 
alla conoscenza delle alterazioni prodotte dalla deformazione nelle varie 
curvature: 

• 1 1 

^ n n 

^ X 1 

Queste formolo si possono in varie guise trasformare mercè le (22), ed è par- 
ticolarmente notevole la seguente trasformazione dell'ultima : 

15. Teorema di Seez. Quando lo spazio si suppone inestendibile ^ 
dovendo allora essere identicamente nulla la forma O, le funzioni u godono, 
come le e;, della proprietà % = — %, e conseguentemente, se w> 2, si può 
prendere v=u, perchè, soddisfatte le (28), le condizioni (27) si riducono ne- 
cessariamente alle (23). Scelte in tal modo le v^ si vede subito, per le cose 
dette nel § 13, che i nuovi assi si trovano nelle posizioni che gli antichi (ar- 
bitrarii) vanno ad occupare in seguito alla deformazione, e però al segno D 
si può (cfr. XIII, 6) sostituire (0. Adunque, come nelle deformazioni delle 
superficie inestendibili, ogni sistema ortogonale di assi resta ortogonale; ma, 
per n>2, ciò non ha nulla di strano, perchè in realtà lo spazio non si de- 
forma. Infatti dalla (29) si ha subito (©^^^ = 0, vale a dire che le curva- 
ture geodetiche non variano; ed allora, in virtù dei gruppi (y) e (5) delle 
formolo di Codazzi, si vede, osservando (25), che rimangono inalterate anche 
le curvature normali e le torsioni geodetiche, giacché per ogni terna di va- 
lori attribuiti ad i,j Jc, si conservano invariate sei funzioni, tra loro (in ge- 
nerale) indipendenti, delle sei curvature 2^^,®'^^,...,^,-^, cioè 2%^^^^ + 
^ij^iky^^r^A — ^>*> ® 1® *1^^® analoghe. Restano dunque inalterate 
tutte le curvature, e si scopre cosi un fatto importante, segnalato da Beez, 
e messo poi in maggior evidenza da Ricci, cioè Yimpossibilità di de- 
formare uno spaj3Ìo inestendibile a più di due dimensioni. Mentre un 
filo inestendibile si può flettere fino a dargli una forma arbitrariamente pre- 
stabilita, già si è visto (XI, 25) che una superfìcie inestendibile non può as- 
sumere, flettendosi, una forma qualunque, ed ora dal teorema di Beez ap- 
prendiamo che basta rendere inestendibile uno spazio a tre o più dimensioni 
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per determinarne la completa rigidità, vale a dire per impedirne qualunque 
cambiamento di forma ; e cosi tutto avviene come se il crescente numero 
delle dimensioni tendesse a distruggere la flessibilità dello spazio. Inoltre 
Tanalisi precedente ci rivela cbe T impossibilità scoperta da Beez si deve 

in gran parte all'obbligo {(S>An^ = 0) che lo spazio ha di deformarsi in guisa 
che gli spazii inferiori che lo costituiscono non cessino d'intersecarsi nel 
modo prescritto dal teorema di Dupin, come se da questo derivasse tale una 
rigidità nella struttura geometrica dello spazio, che non sia possibile provo- 
carne una deformazione, senza che gli spazii costituenti si estendano o si 
contraggano. Eccezionalmente cessa tale rigidità quando, essendo nulli nel 
determinante E tutti i minori principali del terzo ordine, che racchiudono 
uno due dati elementi principali, possono variare una o più curvature nor- 
mali e torsioni geodetiche; e questa restituzione di flessibilità è proprio do- 
vuta alla libertà maggiore con cui lo spazio, a motivo della parziale o totale 
indeterminatezza dei suoi sistemi di curvatura, può soddisfare al teorema 
di Dupin. 

16. Affinchè non resti alcun dubbio sulla precedente dimostrazione del 
teorema di Beez vogliamo ancora far vedere che» quando non variano le cut- 
vature, lo spazio non fa che spostarsi rigidamente. Assumiamo un sistema 
ortogonale di assi immobili : siano a^g , a,( , . . . ,a^„ i coseni direttori dell'asse 
i, ed Xq,x^,,..ìX^ le coordinate dell'origine. Dal §7 si rileva che, nell'ipo- 
tesi dell' inestendibilità, le u^j sono appunto le componenti della rotazione, 
come le Ui sono le componenti della traslazione. Siano u^^ e o^ le analoghe 
quantità relative agli assi immobili, e per calcolarle osserviamo che le va- 
riazioni delle coordinate 

di M, rispetto agli assi immobili, hanno evidentemente i valori ^ol^Uj^ e 
d'altra parte si debbono potere esprimere mediante le u e le è nel seguen- 
te modo : 

«i+2^o^i = 2«.v"i • (30) 

Basta scambiare fra loro i due sistemi di assi per vedere che si ha pure 

e per dedurne la prima delle formolo 

o^=2«o^i+2^.v"i*^* , u,v= 2 «.*«>*"« • (31) 

alla seconda si perviene sostituendo u^ in (30) e paragonando fra loro i coef- 
ficienti di 4^ , dopo avere osservato che 
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Ciò premesso, deriviamo la seconda formola (31) tenendo conto delle condi- 
zioni d'immobilità: 

Se nella prima parte della seconda somma si scambia k con w, e nella se- 
conda parte l con m, si può anche scrivere 

* kfl * m^O 

e poiché dalla (26) si ha, per esprìmere l' invariabilità di tutte le curvature. 



ÒS^ 



si vede che 



^^ = , ^^^ = 0,...,^=0, 



cioè tutte le o^^ ^ono costanti. Similmente si trova, tenendo presenti le (11), 

ed è chiaro che Tultima somma è nulla, perchè gli elementi che corrispon* 
dono alle disposizioni jk e kj degli indici sono uguali ed a segni opposti. In- 
tanto si ha 

^^v J J J 

Dunque la derivazione della (30) ci dà 

e però anche le u^ sono tutte costanti. È dunque vero che lo spazio non fa 
che spostarsi rigidamente, in modo cioè che tutti i suoi punti subiscono la 
stessa traslazione (o^ , o^ , . . . , uj e la stessa rotazione, definita dalle co- 
ntanti ^ij. 
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NOTE VARIE 



Sull'uso dei numeri di Grassmann. 

L'uso dei numeri alternati conferisce una forma assai precìsa ed elegante 
ai calcoli ed ai risultati dell'analisi intrinseca delle superfìcie, e permette, in par- 
ticolare, di compendiare in una sola le tre formale di Codazzi. Alle note condi- 
zioni (XI, 3) necessarie e sufficienti per T immobilità del punto (x^y^z) si può- 
dar la forma 

j^ = k<i.ia: +jlJfe.iy+iS.k« (1) 

US 

convenendo che le unità i,j,k abbiano i quadrati nulli, e che inoltre siano sod- 
disfatte le condizioni 

i=jk=: — kj , j = ki = — ik , k = ii = — ji . (2) 

Ora le (1) si possono compendiare, sommandole, nell'unica formola 

-=can-i, (3) 

in cui compariscono soltanto i vettori 

n = ia7+jy + k^ , a> = i'S + jg>fe4-k<| . 

Cosi la derivazione rispetto all'arco si riduce alla semplicissima operazione vetto- 
riale, rappresentata dal simbolo o). Importa dunque conoscere Teffetto delle ope- 
razioni co*, co',.... sulle unità fondamentali. 

Conviene osservare, innanzi tutto, che, per le convenzioni (2), il prodotto di 
tre unità fondamentali ò generalmente nullo, tranne quando il secondo o il terzo 
fattore soltanto sia uguale al primo, nei quali due casi il prodotto si riduce al ri- 
manente fattore, preso rispettivamente col segno cambiato o col proprio segno. In 
altri termini 

"J=— J » 1JI=J (4) 
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T^e segue, se si considerano più generalmente le operazioni vettoriali 



o}^ = ìa^+jb, + kc, , w,=:ia,+j$, + kc, , 



che l'operazione 



<i)^<t)^ = ua^a^ +y^i*« +ìkfl,c. 



+ kiCia, + kjCj6, + kkCjC, , 
applicata, per esempio, airunitÀ i, produce il risultato 



cioè 



a>|a),i = — i(«i«2 + ^i*i + CiCi) + a),a4 . 



(3) 



Operando invece sull'unità scalare si ottiene 



COjO), 



i k 



«i ^1 



I 



In particolare a)* = 0, ed 



a, 5, e. 



(6) 



a)'i = — ix'+co'E , tD^j = '-}x'+(ùSfl9 , co'k = - kx' + (oC^ , (7) 

dove X rappresenta il modulo di co. 

Ora è assai facile trovare le formole per le quali i successivi quozienti diffe- 
renziali OB,t/^z si esprimono linearmente in x,y,^. Infatti, quando si prescinde 
dalla variazione delle curvature, la (3) dà 

^"^ «^ «-1 . 
di'» «'"«'*, 

e tutto si riduce al calcolo dei risultati deiroperazione co** sulle unità fondamen- 
tali. Ed a questi risultati facilmente si perviene mediante le formole (7) e le altre, 
evidenti, 

coi==j^ — kg% , coj=:k^ — i§ , cok=i3^— jE , (8) 

perchè, se si osserva che il risultato di più operazioni vettoriali identiche su qua- 
lunque scalare è nullo, si ottiene 



a)«'»*M = (— l)'*coix 



tn 



CO 



«'***. i = (-l)'»coMx'- . 



In particolare, se si vogliono le formole che fanno conoscere le derivate secon 
de, si ha 

— -— =:co'ia?4-co'jy + co'k^— coi , 
as 

cioè, in virtù di (7) e di (8), 



(PCì 



ds^ 



- = — nx' + kSRi>-i(| + co(Sa? + g^y+<5z) . 
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Qaesta eguaglianza sì scinde manifestamente in 

Ai secondi membri bisognerà poi aggiungere ì termini provenienti dalla varia- 
zione delle curvature, cioè 

d§n9 dQ rf<3 d^ dlB dS^ 

z y -r- » 00 -rr- — ^ -^r- t y -^ X -— — . 

ds ds ds ds ds ds 

Un'altra notevole conseguenza trarremo dalla formola (5) osservando in pri- 
mo luogo che 

(cOjO), — co,a)j)i = a>,a4 — co^«, . (9) 

Sìa ia-^}b'\'k.c Toperazione vettoriale equivalente ad co^co^ — ct>tCo^i sia cioè 

(ia+j5 + kc)0=:(a)^co, — a>jCi)j)fì . 
In virtù delle (4) si ha 

i(a),a), — a)ja)j)i = i(ia+j5-f-kc)i=j5-f-kc . 

Dunque, osservando la (9), 

kc + ìa=Jto^b^ — jwjò, , 

la +j3 =kco,Cj — kco^e, ; 

poi, sommando, 

ia -j-j^ + kc == Va (WiCO,— (0,0) J = co^co, . (IO) 

Adunque l'operazione to^u)^ — w,a)^, che^ applicata alle quantità scalari, equi-- 
vale a 2a>|C0,, si riduce invece ad cojco^ quando è applicata ad un vettore. 

Ciò premesso, consideriamo sulla superficie un'altra curva, tangente neirori- 
gine all'asse y, e distinguiamo epn indici 1 e 2 tutto ciò che si riferisce alla 
prima o alla seconda curva. Siano q^Q q^'\ parametri che definiscono le due curve 
in un doppio sistema ortogonale, tracciato sulla superficie, e si ponga 

La condizione (3), scritta per le curve dell'ano o dell'altro sistema, diventa 

- = «.n-i . _ = _co.n-j , (11) 

e si sa che per l'esistenza di O occorre e basta che si abbia 

Vii siogQt ()n_ yn a log q, an 
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Intanto dalle (li) si deduce 






10) 



« > 



ed in particolare, per 0=0, la (12) diventa 

Il primo membro ha il valore i^i— j^, — k(^ +^ )> Quindi 



<5(.=^±:i«! . %= 



aiogQ, 



, ^, + ^,=0, 



05, ' "^^ '^s^ 

e però si può porre ^4= — ^j=^. Dopo ciò la formola(12) al riduce subito a 

Dunque, se si tien conto del teorema (10), 

-É' questa l'eguaglianza che chiude in sé le tre formale di Codazzi^ alle quali 
(c/r. XI,9) si perviene osservando che il secondo membro ha, in virtù di (6), il 
valore 

i j k 

Invitiamo il lettore a tentare Tapplicazione d*un calcolo analogo negli iper* 
spazii, immaginando un sistema dì unità (ij) a due indici, dotate innanzi tutto 
della proprietà di cambiar segno quando se ne traspongono gli indici. Bisognerà 
poi supporre che sia (ij){kl)=zO quando ij^k^l son tutti diversi fra loro, e che 
sì abbia {ij)U^)=(Jk), dimodoché, in particolare, (0T=— (Ì0 ((;") =—(»') =0, 
mentre invece Tunità (0)» moltiplicata a sinistra per («), ovvero a destra per 
(Jj)^ non si altera ; ecc. Dei calcolo fondato su queste convenzioni si ha una chiara 
immagine geometrica supponendo che, dopo aver numerati da 1 ad n 1 vertici 
d'un n-edroide (n — 1)-«*^<'^ si rappresenti con {ij) l'operazione che consiste nel 
percorrere il lato che va dal vertice i al vertice j, I numeri adoperati prece- 
dentemente si riferiscono al caso di n==3, in cui le unità sono 



i=(32),j = (13),k=(2I) . 
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Suirequilibrio dei fili flessibili ed inestendibili. 



Dato un filo pienamente deformabile in uno spazio lineare ad n dimensioni, 
prendiamo come assi la tangente, la (n — l)-normale, , la normale princi- 
pale in un punto mobile del fìlo. Questo si suppone infinitamente sottile, ma tale, 
tuttavia, che ciascun elemento ds abbia una certa massa qds. Sia X^ la compo- 
nente, secondo Tasse i, della forza, computata per unità di massa, che agisce sa 
qds, e sia u^ la projezione dello spostamento sul medesimo asse. I coseni direttori 
delTelemento di filo, dopo la deformazione, sono evidentemente proporzionali a 
r^« -|- $U| , 9t^, , 9^3 , . . . , $'24^ , e però, chiamando T la tensione per unità di lun- 
ghezza, si avrà, per Tequilibrio con le forze esterne, 

,MH-8(t'^)=0, 

avendo cura di aggiungere Tds a T^u^ quando i = l. Intanto importa qui no- 
tare che le formolo fondamentali (XVI, 4) relative alla direzione («j ,«4,. .., a„), 
scritte sotto la forma 



come sempre si può, per ogni valore di s, se si conviene dì fare 

1 ^ 

Po 
sussistono anche quando, invece delle (X, si considerano le projezioni d^an sega- 
mento variabile qualunque sugli assi. Infatti 

^Pn-i + t Pn-t + l/ 

Possiamo dunque scrivere 

\ dsj \ dsj p„_,^, p„_,^, 
e le equazioni per l'equilibrio diventano, in generale, 

ds\ ds) p„_,,, ds p„_,^, ds 
Finalmente, dopo totale eliminazione del segno $, 

2X.+ - rTf^+j^t±_ _i^±«_\i , _jL_^«_ _^^*. 

• dsl \ds p„_,,, Pn-i.Jj^Pn^.t d^ Pn-**i d^ 



p. 



-i * 3 Pn-i ♦ « Pn^i * 1 Pn-i ^Pn^i*i Pn-< ♦ l / 
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Così per 2 = 1 y 2 ,3 , . . . , n, tenendo presenti tatte le convenzioni fatte, si perviene 
alle equazioni intrinseche fondamentali per l'equilibrio d'un filo in uno spazio 
lineare ad n dimensioni : 

P«-» V <^« Pn-t Pn-3 1 



PgV ds p^ Pa / 



T /'^t.,-.. 



+ - 



p, \ ds 



+ -^- 5 1 = . 

Pa P«/ 



In particolare per n = 3, chiamando X,Y,Z,w,v,«c le componenti della forza 
acceleratrice e dello spostamento, p ed r ì raggi di flessione e di torsione, si tro- 
vano le equazioni 

( ^ , d r^fdu M? . Al T /(ito , w , 1? \ 

segnalate da Maggi. Se il filo ò inestendibile, basta osservare che la variazione 
deirelemento ds risulta dalla relazione 



8 



(ds+ddsy=(ds+du,Y+(du^r+...+(;8uj , 

da cui segue, nel caso di spostamenti infinitesimi, dds=:Bu^, per vedere che la 
inestendi òilità è sempre espressa dall'eguaglianza 

du^_ti^ 
ds p^ 

Quando si prescinde dagli spostamenti, le equazioni trovate si riducono alla 
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forma semplicissima 

qX, + ^ = , qX„+~=:0 , X,=X,=... = X„.,=0 , 

e si vede che il filo si dispone sempre in modo che il piano osculatore contenga, in 
ogni punto, la forza acceleratrice. La curva di equilìbrio è dunque piana nel caso 
di forze emananti da un centro. Se la forza acceleratrice X ha una direzione in- 
variabile, ciò si esprime (II, 1) scrivendo 

rf9_ 1 
ds p 

dove 9 è 1* inclinazione della tangente al fìlo sulla direzione di X. Le prime due 
equazioni deirequiiibrio, le sole di cui convenga tener conto, diventano 

dT T 

gX cos 9 -|" ~7~ = ^ 1 5'Xsen9 = — , 
ds p 

ed è facile dedurne, eliminando X ed integrando, che Tsen9 conserva lungo tutto 
il filo un valore costante T^, dimodoché si ha 

T T 

T=— ^- , X= " 



sen9 ' 2'psen'9 

Qui si presentano due casi particolari notevoli. Se il filo ò omogeneo (q costante) 
Tnltima equazione dà 

X = r- , f Xds= — acot9 , 

psen'9 J 

dopo aver posto T^=zaq. Ne segue che Tequazione intrinseca della curva di equi- 
librio è 



p=iKl(-^^*^*)- 



Se poi il filo non è omogeneo, ma si vuole invece farne variare la densità da un 
estremo alfaltro in modo che dappertutto resista ugualmente airazìone deforma- 
trice, bisogna porre T = aq, con a costante, nella quale ipotesi dalla seconda equa- 
zione dell'equilibrio si deduce 

a p 9 

X= , 1 Xds = a\osis-^ ; 

psen9 J ^ ^ 2 

poi 

^ 2X 



(,^/^^+r^/^'^). 



Quando, per esempio, X è costante (e si può sempre supporre X=l), come av- 
viene per un filo pesante, che, fissato in due punti, si dispone in equilibrio sotto 
l'azione della gravità, le due equazioni intrinseche precedentemente ottenute di- 
ventano 



«' a 



e rappresentano la catenaria ordinaria e la catenaria di uguale resistenza. Cosi ci 
rendiamo ragione dei nomi imposti a queste curve (I, 5, ò, e). 
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Con egaale rapidità e semplicità di mezzi si trattano altre note questioni di 
meccanica, e noi esortiamo il lettore a tentare Tapplicazione del metodo, qui espo- 
sto, allo studio della deformazione di fibre o linee materiali, tagliate in un corpo 
elastico, considerando, in luogo della tensione, le forze interne che agiscono in 
tutti i sensi su ciascun elemento di fibra. Le formolo che in tal modo si ottengono 
debbono presentare, per la trattazione di speciali problemi, vantaggi analoghi a 
quelli delle coordinate curvilinee. 



Sulle equazioni della elasticità negli iperspazio 



I calcoli accennati da Beltramì nella Memoria sulle equazioni generali 
dell'elasticità si possono eseguire con una certa speditezza, non priva di eleganza, 
anche per uno spazio curvo a quante si vogliano dimensioni, facendo uso della se- 
gnatura da noi adoperata neirultimo capitolo. Prima ricordiamo (XYII, 6,7) che, 
essendo t«o = 0, i coefficienti di. allungamento e la dilatazione solida unitaria son 
dati dalle formolo 

Avremo inoltre da considerare i mutui scorrimenti 6^^ degli elementi lineari coor- 
dinati, e le doppie componenti ^fj della rotazione del mezzo. Le loro espressioni si 
ricavano dalle formolo 

che si riducono in sostanza ad una sola (XYII, form, 15) se si osserva che 

^ij = ^ji > ^<^ = -"^y< • 
Ciò premesso, quando si assume 

-V,(Ae»+B2^«) (2) 

come sola parte efficace del potenziale per la formazione delle equazioni indefinite, 
si perviene, col solito procedimento, alle equazioni 



X, + A^^+B^(^+%-%y^ + 2Ba^=0 , 



(3) 



prive, nel primo membro, deirultimo termine. É questo termine che bisogna cal- 
colare affinchè le (3) siano, a prescindere dalla variazione delle costanti d'isotro- 
pia , le equazioni generali deirelasticità dei mezzi isotropi in qualsiasi spazio o 
iperspazio curvo. Intanto, seguendo il processo tenuto da Beltrami per trovare 
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le formolo (4) della soa Memoria, si ottengono, invece delle nostre (3), le equazioni 



/() . ^\_ ». . «<•■'/ a 



^i={i-+^)'^i-l%Jj+I (-^- + ?.+%)t„ . 



(4) 



nelle quali le T^. e le T,.^ sono le tensioni degli elementi (lineari e superficiali) 
coordinati. LMndice t posto airultimo segno sommatorlo serve a ricordare che bi- 
sogna escludere dalla corrispondente somma il termine definito dal valore i di j. 
Le formole (4) sono indipendenti dalla natura geometrica dello spazio come dalla 
costituzione fisica del mezzo. Quando questa si particolarizza introducendo Y ipo- 
tesi deir isotropia, sì ha 

T^ = — (A-2B)e — 286^ , T,.^=: — BO,^ , 

e le equazioni (4) diventano 

< 

Ora il paragone con (3) dà subito, osservando le (1), 



Intanto 

D*altra parte, in virtù della condizione d* integrabilità (XYII, /brm. 16), si ha pare 

quindi 

poi, sostituendo in (5), 

Cosi ò dimostrato che a^ è una forma lineare delle u: 

Raccogliendo i termini che moltiplicano Uj si ottiene 

''ijM<^i-%ù%-^(%-%)-^^^% (6) 



2 2'"^A =t''l%%==t''l'^i'^% • 
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per i^^'. Invece 

Ora noi potremmo esprimere i coefficienti a mediante ]e funzioni Q; ma è più 
conTeniente introdurre le curvature normali S)fe e le torsioni geodetiche ^, te- 
nendo presenti i grappi (y) e {S) delle formolo generali di Codazzi (XYII, 4). La 
formola (7) si può scrivere nel seguente modo : 

La seconda somma è uguale a 

Dunque 

ovvero, per le (y), 

Similmente alle (6) si può dare la forma 

cioè, in virtù delle (5), 

«« = - 2 (^^»'®« + '^i* %o • (9) 

Questa formola mostra che a^^-=aj^. Si è dunque condotti a considerare la forma 
quadratica 

le cui derivate parziali prime sono appunto le a^. Per sapere quaFò il significato 
di U si noti che alle equazioni (3) si sarebbe egualmente pervenuti assumendo 
come parte efficace del potenziale Tespressione (2) aumentata di 2BU. Ciò si può 
esprimere dicendo che la curvatura dello spazio produce una perdita di energia 
elastica, come se una parte di questa energia venisse spesa dal corpo a vincere le 
difficoltà che incontra per deformarsi in uno spazio non lineare. Può tuttavìa ac- 
cadere che sia U<^0, ed allora Tenergia elastica è invece più intensa di quella 
che si avrebbe in uno spazio lineare, come se la forma dello spazio fosse tale da 
agevolare piuttostochò contrariare le deformazioni elastiche. In altri termini, se 
immaginiamo lo spazio irrigidito nella sua essenza geometrica, e d* altra parte 
supponiamo la materia dotata d'una specie à^inerzia^ in virtù della quale essa 
tenda sempre a deformarsi come se si trovasse in uno spazio lineare, possiamo 
dire che contro tale tendenza reagisce lo spazio con forze che ammettono il poten- 
ziale 2BU. 
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Per esempio, nel caso d'uno spazio a due dimensioni, si ha a^^ = a^^=^K , 
a 1^=0; quindi U = 7s K (^i' + Wj'), e le equazioni (3) diventano 

e restano inalterate nelle deformazioni della superficie, supposta flessibile ma in- 
estendibile. Adunque, sopra una superficie, la perdita di energia elastica è propor- 
zionale al quadrato dello spostamento ed alla curvatura della superficie nei punto 
che si considera. Per uno spazio qualunque avviene qualche cosa di analogo. Im- 
maginiamo infatti che lo spazio sia riferito al suo sistema dì curvatura. Sono al- 
lora nulle tutte le torsioni 'S, e dalle (9) si ha a^ = 0, mentre dalle (8) si vede 
che % è la somma delle curvature totali di tutte le superficie coordinate che con- 
tengono la linea q^. Ora, rappresentando con u^j la projezione dello spostamento 
sulla superficie q^q^, e con K^ la curvatura totale di questa, Teguaglianza (IO) 
diventa 

La perdita di energia elastica in uno spazio curvo ad n dimensioni h dunque ugua- 
le alla somma delle perdite dovuto alle ^lin{n — 1) superficie di curvatura. 



COBEEZIONI ED AGGIUNTE 



Pag. 7, linea 17, invece di intriseca leggi intrinseca 
» 8, » 13. Non bisogna intendere in senso troppo ristretto la rassomiglianza qui affer- 
mata fra due curve. Convi.ene anzi ritornare su questo esempio nel § 8 per osservare 
che, sebbene p e f variino con s allo stesso modo nelle due curve, per la catenaria di 
eguale resistenza si ha inoltre lim u = ± H ^^ quando s tende a ± oo , e però la cur- 
va ammette due assintoti paralleli, ed è tutta compresa nella striscia di larghezza ^a, 
che questi determinano nel piano. Del resto anche per valori finiti di s, se si può tro- 
vare una certa rassomiglianza fra le due curve, bisogna tuttavia notare che nel domi- 
nio deirorigine la catenaria di eguale resistenza si comporta, non come una catenaria 

propriamente detta, ma come se la sua equazione intrinseca fosse p sa a 4- ^— • 

y> 9, linea 10, invece di de leggi da 

3> 9. Ad evitare equivoci vogliamo qui precisare le cose dette in principio del § 7, ed aggiun- 
gere alcune osservazioni. Se f tende, per « = oo , al limite finito a, e se si ammette 
anche resistenza del limite (finito o infinito) )=slim(«:p), il teorema di T Hospital dà 



^'™7- = "n^(? + 4-) ' 



quando esiste il secondo membro; ma questo esiste, per le ipotesi fatte, ed ha il valore 
a^>, mentre il primo è a. Dunque > = 0, vale a dire che il prodotto dell'arco 
per la curvatura non può tendere ad un limite non nullo. Ne segue , in partico- 
lare, che la curvatura stessa non può avere un limite diverso da zero, altrimenti X sa- 
rebbe infinito. Qui si noti che, se il teorema di T Hospital non fosse vero che per > 
finito, la dimostrazione precedente sarebbe inutile, giacché dallo stesso ammettere 
resistenza di X seguirebbe lim(l:P)s3 0; ma non è soltanto questo che si evoluto 
dimostrare, altrimenti si sarebbe scritto 



limi^^limff-t-— ) . 



Più semplicemente le due proposizioni enunciate risultano dalle uguaglianze 

fi f s 

lim — = lim — , lim , — = lim --- . 

8 p log» p 

Adunque se, crescendo s alP infinito, f tende ad un limite finito, la curvatura oscilla 
o tende a zero^ e si può aggiungere che tende a zero piiJt rapidamente di l:s. Che 
la curvatura possa indefinitamente oscillare si vede poi considerando, per esempio, la 
linea rappresentata dall'equazione 

1 sen (a«) 

y = cos(.»)-^^^, 

linea composta di archi alternativamente concavi e convessi, in numero infinito, in 
ciascuno dei quali la curvatura, nulla negli estremi, raggiunge sempre un valore dop- 
pio di quello che si ha neirorigine, malgrado che gli archi tendano a zero, e che la 
tangente, diventando infinite volte parallela alla sua posizione iniziale, tenda ad assu- 
mere questa direzione. Sembra ben difficile immaginare condizioni tali, che impedisca- 
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no Tosci Ilare della cunratura qaando f tende, per < &=ioo, ad un limite finito, giacché 
non bì riesce ad ottener ciò col supporre che f Farii sempre in un senso, nemmeno se 
si aggiunge T ipotesi della continuità di p. Cosi, per esempio, con infiniti archi di lun- 
ghezza 1, staccati, a partire dalle cuspidi, sulle sviluppanti dei circoli, i cui raggi sodo 
2^, 2^, 2^, . . . , si può costituire una linea tutta convessa, la cui curvatura, ben lungi 
dal tendere a zero, riprende indefinitamente valori grandi quanto si vuole, mentre 
Tangolo f va continuamente crescendo da ad 1 : 



^-'-àH^''^^)- 



Per ottenere che p non cada bruscamente da valori arbitrariamente grandi al valo- 
re 0, basta intercalare nella saddetta serie un*altra serie di archi, ordinatamente u- 
guali ai primi, alternando gli archi della prima serie con quelli della seconda, ed in- 
vertendo il senso positivo di questi ultimi, 
pag. 30, linea 18, invece di sviluppata leggi sviluppante 

y> 40, sulla figura, cambiare r in r^, ed V in r 

» 67, suirultima figura, mettere M nel punto di contatto dei due circoli 

» 73, linea 3, invece di Duaqae, se leggi Dunque se^ 

» 81, sulla figura, invece di L leggi P 

3 e)* 

» 109, linea 13, dal fondo, invece dì ;-— - leggi -— - 

» 112, invece di Condizioni leggi Condizione 

dy ^y 

» 124, nel primo membro della terza formola (14), invece di — lèggi -r- 

ds ds 

x> 133, sulla figura, inrece di u leggi r 

» 145, § 7. Il lettore immaginerà facilmente altre questioni, che gli diano agio di esercitarsi 
sulla discussione intrinseca delle curve storte. Cosi, per esempio, se si vuol sapere 
quali, fra le curve tracciate sopra una sfera di raggio R, hanno la torsione co- 
stante^ si ha subito 

dopo aver posto r=a,R=Ata; e si vede (I, 9) che la trasformata~piana (IX, 13, cO 
consta di archi di lunghezza ira, in numero infinito, ciascuno dei quali si avvolge as- 
sìntoticamente intorno agli estremi, simmetrici rispetto alla normale* nell* origine, 
come a pag. 16 nella prima delle due figure di destra. Quando si torce un tale arco, 
senza fletterlo, per collocarlo sulla sfera, gli estremi restano punti assintotici, e nel 
dominio di ciascuno di essi la curva si può considerare come tracciata nel piano tan- 
gente (yjf=sy^ie), NelPorigine, invece, la curva oscula un circolo massimo, e Io attra- 
versa, perchè da un estremo alPaltro il piano osculatore va ruotando sempre in un 
senso. Cosi avviene che in ciascuno degli emisferi, determinati dal suddetto circolo, 
sta un punto assintotico. Progettata sul piano del circolo, la curva conserva la forma 
generale della trasformata piana; ma la sua projezione sul piano tangente nelPori- 
gine degli archi rassomiglia invece ad una clotoide. Circostanze analoghe si preeen- 
tano nelle curve sferiche, per le quali è costante il prodotto delle curvature. Posto 
RssA^a ,pr=aR, si trova infatti che queste curve sono rappresentate dalle equazioni 

2A'a al -* 

9=^- ^ ^ - = yr+. •). 

facili a discutere. La sola differenza rilevante con le curve precedenti sta in ciò, che 
le ultime ottenute sono costituite da un arco unico, dì lunghezza infinita, quantunque 
limitato a due punti assintotici. 

» 145, linea 11, dal fondo, invece di Y\ — a* leggi Yx «• 
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pag. 168. Delle due uguaglianze scritte neirultima lìnea, la seconda si può dedurre dalla prima 
mediante la solita regola di l'Hospital, ammettendo, beninteso, che la derivata par- 
ziale di Qs rispetto a q^ abbia un limite per q^ infinitesimo ; ma, poichò il solo ammet- 
tere che questa derivata esista include l'ipotesi della continuità di Q^ rispetto a g^, si 
ha Qs=0 per ^1=0, e la prima delle due citate uguaglianze ci dice ancora che 

^'=1 per g, = 0, 

in virtù della definizione stessa della derivata. Si può dunque affermare qualche cosa 
di più del contenuto della seconda eguaglianza; ma ciò equivale semplicemente a dire 
che anche la derivata di Q2 rispetto a q^ è, per 9i=0, funzione contìnua di qi, 
» 176, linea 16, invece di (II, 2) leggi (II, 1) 

» 205, linea 5. Per maggior chiarezza invece di corrispondenti si legga perpendicolari, 
e si aggiunga che ciascun piano focale, per una data g, contiene g ed una delle due g' 
infinitamente vicine, che incontrano g. I piani focali sodo dunque i piani tangenti alle 
due serie dì sviluppabili contenute nella congruenza. 

» 205. Dopo il §4 è utile aggiungere che, in ogni congruenza, T insieme delle rette g', infinita- 
mente vicine a g, ha la notevole proprietà, segnalata da Sturm, di poter essere sem- 
pre considerato come appartenente ad una congruenza lineare. Infatti nel passaggio 
di g alla posizione g\ questa retta assume, come si è detto nel §2, i coseni direttori 

a = sen&).d(7 , fl= — cosw.do* , 7 = 1; 

e le altre coordinate di g' sono, se si trascurano gli infinitesimi superiori, ^=y, 
1]= — ^,^=0, giacché le nuove coordinate at.y^g deirorigine sono infinitesime. Dei 
resto le formole fondamentali mostrano che Torigine, nel passare da g su g', acquista, 
rispetto agli assi iniziali, le coordinate 

Dunque g' appartiene, qualunque sia u, alla congruenza lineare definita dalle equa- 
zioni 

e però incontra certe due rette, che si determinano facilmente supponendo nulli una 
volta Pi^q^, ed un'altra p^e q^.ln particolare, se la congruenza è normale, si può 
sempre supporre p^=p2=0 ,qi=B^,qi=^Ri. Dunque le normali ad una super fi- 
eie, nei punti infinitamente vicini ad M, si appoggiano tutu agli eusi dei circoli 
osculatori delle due sezioni normali principali, che passano per M. 
» 234, linea 2, invece di ti — 1 leggi n — l 

.(') Ai) 

» 237, » 14, » » A.^ leggi A^j 

» 239, formola ( J), invece di -^^ leggi -^- 

OSj OSj 

» 256. Il teorema enunciato nelle linee 3^^ e 4* spiega in altro modo (XI, 8)^'perchè un filo, teso 
sopra una superficie, si dispone in forma di geodetica. Infatti la superficie, al filo che 
tende a rettificarsi, oppone normalmente una reazione F, che deve anche stare nel 
piano osculatore della curva di equilibrio. Questa è dunque tale che il piano oscula- 
tore in ciascun punto è normale alla superficie, e però è una geodetica. Inoltre si 
vede che 

pqF=T= costante^ 

cioè la reazione, computata per unità di lunghezza, è proporzionale alla curvatura 
del filo, e cosi ci spieghiamo anche perchè manca la reazione nei punti di contatto 
del filo con le assintotiche della superficie. 
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